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Ïðåäèñëîâèå
Ïîíÿòíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà òàê èëè èíà÷å íóæíà ôèçèêó, îáëàñòü äåÿ-

òåëüíîñòè êîòîðîãî ñâÿçàíà ñ ìåõàíèêîé (ãèäðîäèíàìèêà, ãàçîâàÿ äèíàìèêà è ò.ä.).
Íî íóæíà ëè îíà ñòóäåíòó, êîòîðûé ñîáèðàåòñÿ ðàáîòàòü â îáëàñòè ôèçèêè ïëàçìû,
ÿäåðíîé ôèçèêè, êâàíòîâîé îïòèêè, ðàäèîôèçèêè è ò. ä.? Íóæíà! Äåëî â òîì, ÷òî
àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ãëàâîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè; ðàçâèâàå-
ìûå â ýòîé ãëàâå ìåòîäû è èäåè îêàçûâàþòñÿ âàæíûìè áóêâàëüíî äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ
ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Ëàãðàíæåâ è ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçìû, íîðìàëü-
íûå êîëåáàíèÿ, àäèàáàòè÷åñêèå èíâàðèàíòû, òåîðåìà Ëèóâèëëÿ, êàíîíè÷åñêèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ � ýòè ïîíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ òîé àçáóêîé, áåç çíàíèÿ êîòîðîé íåâîçìîæíî
ãëóáîêîå èçó÷åíèå òåîðèè ïîëÿ, ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïî÷òè
íàâåðíÿêà â ëþáîé ñåðü¼çíîé êíèãå ïî ôèçèêå âñòðå÷àåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ôðàçà �Ãà-
ìèëüòîíèàí â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä . . . � (ñì., íàïðèìåð, êíèãó �Ôèçèêè ïðîäîëæàþò
øóòèòü�. Ñ. 154).

Äàííîå ïîñîáèå íàïèñàíî íà îñíîâå íàøåãî ìíîãîëåòíåãî îïûòà ÷òåíèÿ ëåêöèé è
ïðîâåäåíèÿ ñåìèíàðîâ íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà. Ëåêöèè ÷èòàëèñü ðàç â íåäåëþ â òå÷åíèå âåñåííåãî ñåìåñòðà 2-ãî êóðñà
ïàðàëëåëüíî ñî âòîðîé ÷àñòüþ ýëåêòðîäèíàìèêè è ïåðåä êóðñîì êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
Îòìåòèì îñîáåííîñòè ýòîãî êóðñà.

(i) Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòåïåííîå âõîæäåíèå â ñëîæíûå ðàçäåëû
àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñ òåì ÷òîáû íå ïîòåðÿòü ñâÿçü ñî ñëóøàòåëÿìè. Â íà÷àëå
êóðñà ïîâòîðÿþòñÿ ÷àñòè÷íî èçâåñòíûå åù¼ ñ ïåðâîãî ñåìåñòðà óðàâíåíèÿ Íüþòîíà,
äâèæåíèå â öåíòðàëüíîå ïîëå è ðàññåÿíèå. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âûâîäÿòñÿ èç ïðèí-
öèïà Ãàìèëüòîíà, à èõ ñïðàâåäëèâîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ñâåäåíèåì èõ ê óðàâíåíèÿì Íüþ-
òîíà. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðîùå è áûñòðåå îñâîèòü íîâûå ïîíÿ-
òèÿ ëàãðàíæåâîé ìåõàíèêè. Äàëåå ÷èòàëèñü óæå óñòîÿâøèåñÿ òðàäèöèîííûå ðàçäåëû
àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè êàê ÷àñòè êóðñà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè: ëèíåéíûå è íåëè-
íåéíûå êîëåáàíèÿ, ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì, äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà. Âîçíèêøèå â
ïîñëåäíåå âðåìÿ òàêèå âàæíûå ðàçäåëû êàê îáùåå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé äèíàìè-
êè, óëó÷øåííàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé, äèíàìè÷åñêèé õàîñ,
äîëæíû, ïî íàøåìó ìíåíèþ, áûòü ïðåäìåòàìè îòäåëüíûõ äîïîëíèòåëüíûõ êóðñîâ.

(ii) Åñëè áûëà âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðîâåñòè àíàëîãèè èëè ñîïîñòàâ-
ëåíèÿ ñ ýëåêòðîäèíàìèêîé, êâàíòîâîé ìåõàíèêîé, ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêîé, ìû íå
ìîãëè óñòîÿòü ïåðåä òàêèìè èñêóøåíèÿìè.

(iii) Â ïîñîáèå âêëþ÷åíî áîëüøèíñòâî çàäà÷, êîòîðûå ðåøàëèñü íà ñåìèíàðàõ.
(iv) Ñîäåðæàíèå êíèãè íåñêîëüêî (íî íå ñëèøêîì!) ðàñøèðåíî ïî ñðàâíåíèþ ñ

òåì, ÷òî ÷èòàëîñü íà ëåêöèÿõ.
(v) Äëÿ âäóì÷èâûõ ñòóäåíòîâ åñòü äîïîëíåíèÿ, ðàñøèðÿþùèå è ïðîÿñíÿþùèå

îñíîâíîé òåêñò.
Íóìåðàöèÿ ôîðìóë ñîäåðæèò äâå öèôðû. Íàïðèìåð, (3.7) îçíà÷àåò ôîðìóëó (7)

èç � 3. Ññûëêè íà ôîðìóëû èç äàííîãî ïàðàãðàôà äàþòñÿ â ñîêðàù¼ííîì âèäå áåç
óêàçàíèÿ íîìåðà ïàðàãðàôà.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî åñòü ìíîãî õîðîøèõ êíèã ïî àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå,
íàïðèìåð, �Ìåõàíèêà� Ëàíäàó è Ëèôøèöà (ïåðâûé òîì êóðñà òåîðåòè÷åñêîé ôèçè-
êè) [1] è �Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà� Ãîëäñòåéíà [2]. Èç áîëåå ñîâðåìåííûõ êíèã óïî-
ìÿíåì êóðñ ìåõàíèêè Êåìáðèäæñêîãî óíèâåðñèòåòà � D. Tong �Classical Dynamics�
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(äîñòóïíà ïî àäðåñó â Èíòåðíåòå http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/dynamics/).
Îñíîâíûì ïîñîáèåì äëÿ ñåìèíàðîâ ïî äàííîìó êóðñó ÿâëÿåòñÿ �Ñáîðíèê çàäà÷ ïî
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå� Êîòêèíà è Ñåðáî [3].
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Ãëàâà I
ÍÜÞÒÎÍÎÂÀ ÌÅÕÀÍÈÊÀ.
ÖÅÍÒÐÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅ.
ÐÀÑÑÅßÍÈÅ

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè èç êóðñà îáùåé ôèçèêè òàêèå
ïîíÿòèÿ, êàê èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà èëè ÷àñòèöà, ìàññà,
ñèëà, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ è çàêîíû Íüþòîíà.

� 1. Îäíîìåðíîå äâèæåíèå â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå.
Ïåðèîä êîëåáàíèé
Ïóñòü â íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ÷àñòèöà ìàññû m äâèæåòñÿ âäîëü

îñè x â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x, t). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (óðàâ-
íåíèå Íüþòîíà)

mẍ = Fx(x, t) = −∂U(x, t)

∂x
(1.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(t0) = x0, ẋ(t0) = v0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t).
Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò t, ò. å. U = U(x), òî ïðè äâèæåíèè â
òàêîì ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ

E =
1

2
mẋ2 + U(x) = const , (1.2)

÷òî ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè

dE

dt
=

(
mẍ +

dU(x)

dx

)
ẋ = 0 .

Ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð èíòåãðàëà äâèæåíèÿ, ò. å. ôóíêöèè êîîð-
äèíàò è ñêîðîñòåé, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû. Äëÿ îäíîìåðíîãî
äâèæåíèÿ íàëè÷èå òàêîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ äà¼ò âîçìîæíîñòü âìåñòî óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà (1) èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (2) è íàéòè â êâàäðà-
òóðàõ çàêîí äâèæåíèÿ x(t).

Äåéñòâèòåëüíî, ïî íà÷àëüíûì äàííûì íàõîäèì êîíñòàíòó

E =
1

2
mv2

0 + U(x0) ,
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ïîñëå ÷åãî â óðàâíåíèè ïåðâîãî ïîðÿäêà

dx

dt
= ±

√
2

m
[E − U(x)] (äëÿ ẋ ≷ 0) (1.3)

ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ è îòâåò â êâàäðàòóðàõ èìååò âèä

t = ±
√

m

2

∫ x

x0

dx√
E − U(x)

+ t0 . (1.4)

x1 x2 x3 x

U

E

Um

xmx1 x2 x3 x

U

E

Um

xmx1 x2 x3 x

U

E

Um

xm

Ðèñ. 1. Ãðàíèöû äâèæåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå

Òî÷êè xi, â êîòîðûõ U(xi) = E, îïðåäåëÿþò ãðàíèöû îáëàñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.
Â ýòèõ òî÷êàõ ñêîðîñòü vi = 0, íî óñêîðåíèå ai = −U ′(xi)/m ìîæåò áûòü îòëè÷íî
îò íóëÿ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè c ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì Um

(ðèñ. 1). Ïîñêîëüêó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T = E−U(x) > 0, òî ïðè ýíåðãèè E < Um

äâèæåíèå âîçìîæíî ëèøü â äâóõ îáëàñòÿõ: â èíòåðâàëå x1 < x < x2 è íà ïîëóïðÿìîé
x > x3. Óñêîðåíèÿ a1,2,3 6= 0, ïðè÷åì a1,3 > 0, a2 < 0, ïîýòîìó âáëèçè òî÷åê x1,2,3 äâè-
æåíèå îêàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåííî ðàâíîóñêîðåííûì è ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
ïîâîðîòà. Â îáëàñòè x1 < x < x2 ÷àñòèöà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ (äâèæåíèå ôèíèòíîå)
ñ ïåðèîäîì

T =
√

2m

∫ x2

x1

dx√
E − U(x)

. (1.5)

Â îáëàñòè x > x3 ÷àñòèöà óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü, å¼ äâèæåíèå èíôèíèòíî.
Îñîáûé ñëó÷àé � äâèæåíèå ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé, ðàâíîé âåëè÷èíå ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà, E = Um. Â ýòîì ñëó÷àå â òî÷êå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà xm ñèëà Fx(xm) =
−U ′(xm)/m = 0, ò. å. íå òîëüêî ñêîðîñòü, íî è óñêîðåíèå ÷àñòèöû îáðàùàþòñÿ â
íóëü. Ïóñòü, íàïðèìåð, U ′(xm) = 0, íî U ′′(xm) 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå âáëèçè òî÷êè xm

ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò âèä

U(x) = Um +
1

2
U ′′(xm) (x− xm)2 + . . . , U ′′(xm) < 0
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è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4), ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèáëèæåíèþ ê òî÷êå xm, òàêîâî

x(t) = xm − (xm − x0) e−λ(t−t0) , λ =

√
−U ′′(xm)

m
,

ò. å. x(t) → xm ëèøü ïðè t →∞. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèáëè-
æåíèå ÷àñòèöû ê òî÷êå xm ñëåâà èëè ñïðàâà áóäåò ïðîèñõîäèòü áåñêîíå÷íî äîëãî.
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé (5) îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü,
êîãäà ýíåðãèÿ E → Um.

Çàäà÷è

1.1. Îïèñàòü êà÷åñòâåííî õàðàêòåð äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññû m â ïîëå (ïðè x > 0)

U(x) = V
a2

x2

(
1− a

x

)2

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ÷àñòèöû.
1.2. Íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïîëå U(x) = −Ax4, åñëè å¼ ýíåðãèÿ ðàâíà

íóëþ. Òîò æå âîïðîñ äëÿ ïîëÿ U(x) = −kx2.
1.3. Ïðè äëèòåëüíîì íàáëþäåíèè ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìîæíî ãîâîðèòü

î ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé îáíàðóæèòü ÷àñòèöó âáëèçè òî÷êè x. Òî÷íåå, âåðî-
ÿòíîñòü dw îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â èíòåðâàëå (x, x + dx) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê îò-
íîøåíèå âðåìåíè åå ïðåáûâàíèÿ íà ýòîì èíòåðâàëå dt ê ïîëóïåðèîäó åå äâèæåíèÿ:
dw = 2 dt/T . Íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè dw(x)/dx äëÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â îñ-
öèëëÿòîðíîì ïîëå U(x) = mω2x2/2 ñ àìïëèòóäîé a.

� 2. Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ öåíòðàëüíîãî ïîëÿ çàâèñèò ëèøü îò ìîäóëÿ ðàäèóñà-
âåêòîðà U(r) ≡ U(r). Äâèæåíèå ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå � ýòî è äâèæåíèå
ïëàíåòû â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå, è äâèæåíèå ýëåêòðîíà â àòîìå. Ê òîìó æå ýòî îäèí
èç íåìíîãèõ ïðèìåðîâ çàäà÷, ðåøàåìûõ â êâàäðàòóðàõ ïðè ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìî-
ñòè U(r) . Ðàçóìååòñÿ, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ÷èñëåííî.
Îäíàêî îïðåäåëåíèå çàêîíà äâèæåíèÿ �â ëîá� íà äëèòåëüíîå âðåìÿ â ñêîëüêî-íèáóäü
ñëîæíûõ óñëîâèÿõ � çàäà÷à, ïðåâîñõîäÿùàÿ âîçìîæíîñòè äàæå ìîùíûõ êîìïüþòå-
ðîâ.

Áîëüøîå ÷èñëî ó÷åáíûõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â [3] � 2. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïðî-
ñòûå è òî÷íî ðåøàåìûå çàäà÷è 2.3 è 2.5 è íà èíòåðåñíóþ çàäà÷ó 2.36, íåñêîëüêî
âûõîäÿùóþ çà ðàìêè íåîáõîäèìîãî ìèíèìóìà.
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2.1. Ðàäèàëüíîå äâèæåíèå
Ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèëà1

F = −∂U

∂r
= −dU

dr

r

r
íàïðàâëåíà ïî ðàäèóñ-âåêòîðó èëè ïðîòèâ íåãî è ïîòîìó ñîõðàíÿåòñÿ íå òîëüêî ýíåð-
ãèÿ

E =
1

2
mv2 + U(r) , (2.1)

íî è ìîìåíò èìïóëüñà
M = m[r,v] , (2.2)

òàê êàê
dM

dt
= [r,F] = 0 .

Èç óðàâíåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî îðáèòà ÷àñòèöû íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé ïîñòîÿííîìó âåêòîðó M; ïóñòü ýòî áóäåò xy-ïëîñêîñòü. Ââîäÿ ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû r è ϕ â ýòîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 2), ïîëó÷àåì

E =
1

2
mṙ2 +

1

2
m(rϕ̇)2 + U(r) , (2.3)

M = (0, 0,M) , M = mr2ϕ̇ . (2.4)

ϕ

r
ṙ

rϕ̇v

x

Ðèñ. 2. Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Èñïîëüçóÿ (4), èñêëþ÷èì ϕ̇ èç (3)

E =
1

2
mṙ2 + Uýô(r) , Uýô(r) = U(r) +

M2

2mr2
. (2.5)

Òàêèì îáðàçîì, ðàäèàëüíîå äâèæåíèå ñâåäåíî ê îäíîìåðíîìó äâèæåíèþ â ïîëå ñ
ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé Uýô(r), âêëþ÷àþùåé öåíòðîáåæíóþ ýíåðãèþ
M2/(2mr2) (ñð. (1.2)). Èç (5) íàõîäèì

dr

dt
= ±

√
2

m
[E − U ýô(r)] (äëÿ ṙ ≷ 0)

1Ïðîèçâîäíûå ïî âåêòîðó îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∂

∂r
≡

(
∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
.
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èëè
dt = ±

√
m

2

dr√
E − U ýô(r)

, (2.6)

îòêóäà è ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü t(r):

t = ±
√

m

2

∫ r

r0

dr√
E − Uýô(r)

+ t0 .

Ýòî óðàâíåíèå âïîëíå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (1.4) äëÿ îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ.
Ïîýòîìó äëÿ ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ r(t) ìîæíî ïîâòîðèòü âñ¼ òî, ÷òî áûëî ñêàçàíî
äëÿ çàâèñèìîñòè x(t) â � 1 ñ çàìåíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U(x) íà ýôôåêòèâíóþ
ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ Uýô(r). Òàê òî÷êè ri, â êîòîðûõ Uýô(ri) = E, îïðåäåëÿþò
ãðàíèöû îáëàñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïî ðàäèóñó. Â ýòèõ òî÷êàõ ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü
ṙi = 0, íî ðàäèàëüíîå óñêîðåíèå r̈i = −U ′

ýô(ri)/m îáû÷íî îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïðè
ýòîì òî÷êè ri ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïîâîðîòà äëÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïî ðàäèóñó. Ïóñòü,
íàïðèìåð, çàâèñèìîñòü Uýô îò r èìååò òàêîé æå âèä, êàê è çàâèñèìîñòü U îò x íà
ðèñ. 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ýíåðãèè E < Um äâèæåíèå âîçìîæíî ëèøü â äâóõ îáëàñòÿõ:
ôèíèòíîå äâèæåíèå â èíòåðâàëå r1 < r < r2 è èíôèíèòíîå äâèæåíèå â îáëàñòè r > r3.
Äëÿ ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ ïåðèîä ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé ðàâåí (ñð. (1.5))

Tr =
√

2m

∫ r2

r1

dr√
E − Uýô(r)

. (2.7)

2.2. Òðàåêòîðèè
Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè èñïîëüçóåì (4) â ôîðìå

dt =
mr2

M
dϕ .

Çàòåì èñêëþ÷èì dt èç (6) è íàéäåì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè:

ϕ = ± M√
2m

∫ r

r0

dr

r2
√

E − Uýô(r)
+ ϕ0 . (2.8)

Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ϕ̇ = M/(mr2) èìååò îäèí è òîò æå çíàê
äëÿ âñåé òðàåêòîðèè è îòëè÷íà îò íóëÿ â òî÷êàõ ïîâîðîòà ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ ri.
Ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ â ýòèõ òî÷êàõ ïðîõîäèò ïî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè ðàäèóñà
ri. Ïðèìåðíûé âèä òðàåêòîðèé ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 3 äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà çà âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà Tϕ ñîâåðøàåòñÿ ÷óòü ìåíåå îäíîãî ðàäèàëüíîãî êîëå-
áàíèÿ (Tϕ < Tr) è íà ðèñ. 4 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çà îäèí îáîðîò ñîâåðøàåòñÿ íåñêîëüêî
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé (Tϕ > 4Tr).

Çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà (2), (4) ìîæíî ïðèäàòü íàãëÿäíûé ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ñìûñë, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè. Ïóñòü çà âðåìÿ dt ÷à-
ñòèöà ñìåñòèòñÿ èç òî÷êè r íà ðàññòîÿíèå dr = v dt. Ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû çà ýòî
âðåìÿ ïîâåðí¼òñÿ íà óãîë dϕ è �çàìåò¼ò� ýëåìåíòàðíûé ñåêòîð, îáðàçîâàííûé ðàäèóñ-
âåêòîðîì r, ðàäèóñ-âåêòîðîì r+dr è ýëåìåíòîì òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. Ïëîùàäü ýòîãî
ñåêòîðà ðàâíà dS = r2dϕ/2. Ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòüþ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dS

dt
=

1

2
r2ϕ̇ , (2.9)
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r1

r2

Ðèñ. 3. Òðàåêòîðèÿ ôèíèòíîãî
äâèæåíèÿ ïðè Tϕ < Tr

Ðèñ. 4. Òðàåêòîðèÿ ôèíèòíîãî
äâèæåíèÿ ïðè Tϕ > 4Tr

ðàâíàÿ ïëîùàäè, çàìåòàåìîé ðàäèóñ-âåêòîðîì ÷àñòèöû â åäèíèöó âðåìåíè. Ñåêòî-
ðèàëüíàÿ ñêîðîñòü ñâÿçàíà ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà ñîîòíîøåíèåì

M = 2m
dS

dt
, (2.10)

ïîýòîìó ñîõðàíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà îçíà÷àåò, ÷òî ñåêòîðèàëüíàÿ ñêîðîñòü â öåí-
òðàëüíîì ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.

Çàäà÷à
2.1. ×àñòèöà ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U(r) = −αr−n ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ (n ≥ 2).

Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ ïðè ýòîì ÷àñòèöåé, êîíå÷íûì?
Áóäåò ëè êîíå÷íûì âðåìÿ ïàäåíèÿ? Íàéòè óðàâíåíèå òðàåêòîðèè äëÿ ìàëûõ r.

� 3. Çàäà÷à Êåïëåðà
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå

U(r) = −α

r
. (3.1a)

Çäåñü α = GmmÑ äëÿ äâèæåíèÿ ïëàíåòû ìàññû m â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå Ñîëíöà
(mÑ � ìàññà Ñîëíöà , G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ) èëè α = e2 äëÿ äâèæåíèÿ
ýëåêòðîíà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ïðîòîíà (àòîì âîäîðîäà)2.

3.1. Òðàåêòîðèè
Ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ äàííîãî ïîëÿ

Uýô(r) = −α

r
+

M2

2mr2
(3.2)

2Íà ñàìîì äåëå, äâèæåíèå ýëåêòðîíà â àòîìå îïðåäåëÿåòñÿ íå êëàññè÷åñêîé, à êâàíòîâîé ìåõàíè-
êîé. Êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå ïðèáëèæåííî ñïðàâåäëèâî äëÿ âûñîêî âîçáóæäåííûõ (òàê íàçûâàåìûõ
ðèäáåðãîâñêèõ) ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà.
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r1 rm in rm ax

r

E1

E2

U��(r)

Ðèñ. 5. Ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ Uýô(r) = −α
r + M2

2mr2

èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5. Èç íåãî âèäíî,÷òî:
åñëè E > 0, òî ÷àñòèöà, ïðèõîäÿùàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, áóäåò îòðàæåíà â òî÷êå r1

è ñíîâà óéäåò íà áåñêîíå÷íîñòü;
åñëè E < 0, òî ÷àñòèöà èñïûòûâàåò ðàäèàëüíûå êîëåáàíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëà-

ñòè rmin < r < rmax;
åñëè E = −mα2/(2M2), òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà

r = M2/(mα).
Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (2.8):

ϕ = ±
∫

M

r2

dr√
2mE +

2mα

r
− M2

r2

+ const . (3.3)

Åñëè ââåñòè áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ

u =
p

r
, p =

M2

mα
, (3.4)

òî ïîëó÷èì

ϕ = ∓
∫

du√
e2 − (u− 1)2

+ ϕ0 , e =

√
1 +

2EM2

mα2
. (3.5)

Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî:

ϕ = ± arccos
u− 1

e
+ ϕ0 ,

èëè
r =

p

1 + e cos(ϕ− ϕ0)
.

Âûáèðàÿ ϕ0 = 0, èìååì r = rmin ïðè ϕ = 0 (äëÿ äâèæåíèÿ ïëàíåòû ýòà òî÷êà
íàçûâàåòñÿ ïåðèãåëèåì). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè â âèäå

r =
p

1 + e cos ϕ
, (3.6)
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ãäå e � ýêñöåíòðèñèòåò, à p � ïàðàìåòð îðáèòû.
Óðàâíåíèå (6) çàäàåò èçâåñòíûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå êîíè÷åñêèì ñå÷åíèÿì:
ãèïåðáîëà äëÿ e > 1 (ïðè E > 0),
ïàðàáîëà äëÿ e = 1 (ïðè E = 0),
ýëëèïñ äëÿ e < 1 (ïðè E < 0).
Ïðè E = −mα2/(2M2) ýêñöåíòðèñèòåò e = 0, à òðàåêòîðèÿ � îêðóæíîñòü.

Îòìåòèì íàêîíåö, ÷òî ïàðàìåòð p ðàâåí çíà÷åíèþ ðàäèóñà ïðè ϕ = π/2:

p =
M2

mα
= r|ϕ=π/2 .

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîëÿ îòòàëêèâàíèÿ

U(r) =
α

r
, (3.1b)

óðàâíåíèå òðàåêòîðèè òàêîâî

r =
p

−1 + e cos ϕ
, (3.6b)

ãäå âåëè÷èíû e è p îïðåäåëÿþòñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè (4), (5) ÷òî è äëÿ ïîëÿ ïðèòÿ-
æåíèÿ (1a). Â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ E > 0, ýêñöåíòðèñèòåò e > 1 è òðàåêòîðèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ãèïåðáîëîé (íàø âûáîð íà÷àëüíûõ äàííûõ ñîîòâåòñòâóåò r = rmin = p/(−1 + e)
ïðè ϕ = 0).

3.2. Ýëëèïòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Çàêîíû Êåïëåðà
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî âàæíûé ñëó÷àé E < 0. Â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ �

ýëëèïñ ñ öåíòðîì C, ôîêóñîì O, áîëüøîé ïîëóîñüþ a = CA = (1/2) DA, ìàëîé

2b

2a

y

x
A

B

OC

D

P

Ðèñ. 6. Ýëåìåíòû ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè

ïîëóîñüþ b = CB è ïàðàìåòðîì òðàåêòîðèè p = OP (ðèñ. 6). Íàïîìíèì, ÷òî ýëëèïñ
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ñóììà ðàññòîÿíèé äî êîòîðûõ îò äâóõ
ôîêóñîâ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé (è ðàâíîé 2a). Òîò ôàêò, ÷òî ïëàíåòû äâèæóòñÿ ïî
ýëëèïñàì, â ôîêóñå êîòîðûõ ðàñïîëîæåíî Ñîëíöå, ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ïåðâîãî
çàêîíà Êåïëåðà.
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Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì, äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâ
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè, êîòîðûé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òàêîì
âèäå � çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ðàäèóñ-âåêòîð ïëàíåòû çàìåòàåò îäèíàêîâûå
ïëîùàäè (âòîðîé çàêîí Êåïëåðà).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî áîëüøàÿ ïîëóîñü çàâèñèò òîëüêî îò ýíåðãèè (íî íå îò
ìîìåíòà èìïóëüñà):

a =
1

2
(OA + DO) =

1

2
(rmin + rmax) =

1

2

(
p

1 + e
+

p

1− e

)
=

p

1− e2
=

α

2|E| . (3.7)

Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ýëëèïñà C äî ôîêóñà O ðàâíî

CO =
1

2
(DO −OA) =

1

2
(rmax − rmin) = ae . (3.8)

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå COB ñòîðîíà OB = a, ïîýòîìó

b = CB = a
√

1− e2 . (3.9)

Ïîäñòàâèâ e èç (5), âèäèì, ÷òî b çàâèñèò íå òîëüêî îò ýíåðãèè, íî è îò ìîìåíòà
èìïóëüñà:

b =
M√
2m|E| . (3.10)

Íàêîíåö, âûïèøåì ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ:

rmin = (1− e) a, rmax = (1 + e) a, p = (1− e2) a . (3.11)

Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ñìåñòèâ íà÷àëî îòñ÷åòà â öåíòð ýë-
ëèïñà x = x′ − ae, â âèäå (

x′

a

)2

+
(y

b

)2

= 1 ,

èëè â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

x′ = x + ae = a cos ξ, y = b sin ξ . (3.12)

Âûðàçèì ìîìåíò èìïóëüñà ÷åðåç ξ è ξ̇:

M = m(xẏ − yẋ) = ma(cos ξ − e) b ξ̇ sin ξ −mb sin ξ a ξ̇ sin ξ = mab(1− e cos ξ) ξ̇ .

Èíòåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, íàõîäèì óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå çàâèñèìîñòü ïàðà-
ìåòðà ξ îò âðåìåíè,

ξ − e sin ξ =
M

mab
(t− t0) , (3.13a)

ãäå t0 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìîìåíò âðåìåíè t = t0 ñîîòâåòñòâóåò ïðîõîæ-
äåíèþ ÷àñòèöåé ïåðèãåëèÿ. Óðàâíåíèÿ (12) è (13a) îïðåäåëÿþò (â ïàðàìåòðè÷åñêîì
âèäå) çàâèñèìîñòü äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ÷àñòèöû îò âðåìåíè.

Ïîëíîå âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà ïî ýëëèïñó T ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ïàðàìåòðà
ξ íà 2π. Ïîýòîìó ïåðèîä îáðàùåíèÿ

T = 2π
mab

M
,
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à óðàâíåíèå (13a) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî òàêæå â âèäå

ξ − e sin ξ =
2π

T
(t− t0) . (3.13b)

C ó÷åòîì (7), (10) èìååì

T = 2π

√
ma3

α
. (3.14)

Îòñþäà ñëåäóåò òðåòèé çàêîí Êåïëåðà:

T 2

a3
= 4π2m

α
=

4π2

GmÑ
, (3.15)

ò. å. äëÿ âñåõ ïëàíåò îòíîøåíèå êâàäðàòà ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ê êóáó áîëüøîé ïîëóîñè
ýëëèïñà îêàçûâàåòñÿ îäèíàêîâûì. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïåðèîä îáðàùåíèÿ
çàâèñèò îò áîëüøîé ïîëóîñè ýëëèïñà, ò. å. òîëüêî îò ýíåðãèè E, íî íå îò ìîìåíòà
èìïóëüñà M .

3.3. Äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ â çàäà÷å Êåïëåðà
Ïðè äâèæåíèè â êóëîíîâñêîì ïîëå ïîìèìî ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà ñóùåñòâóåò

åù¼ äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ, îáíàðóæåííûé Ëàïëàñîì. ×òîáû íàéòè
åãî, óäîáíî ðàññìîòðåòü çàêîí èçìåíåíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè åäèíè÷íîãî âåêòîðà
n = r/r. Ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû ýòîò âåêòîð âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ϕ̇ â
ïëîñêîñòè îðáèòû, à ìàëîå èçìåíåíèå ýòîãî âåêòîðà dn ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó ñàìîìó
è âåêòîðó ìîìåíòà èìïóëüñà M. Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýòîãî âåêòîðà
ïî âåëè÷èíå ñîâïàäàåò ñ ϕ̇ = M/(mr2) è íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà M× n, ò. å.

dn

dt
=

M

mr2
× n . (3.16)

Òàê êàê óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â êóëîíîâñêîì ïîëå (1a) èìååò âèä

m
dv

dt
= − α

r2
n ,

òî (16) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

dn

dt
= −M

α
× dv

dt
,

èëè
d

dt

(
v ×M− α

r

r

)
= 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â êóëîíîâñêîì ïîëå U(r) = −α/r ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ � âåêòîð Ëàïëàñà (íàçûâàåìûé èíîãäà òàêæå âåêòîðîì Ðóíãå�
Ëåíöà)

A = [v,M]− α
r

r
. (3.17a)

Èç âûâîäà î÷åâèäíî, ÷òî â êóëîíîâñêîì ïîëå îòòàëêèâàíèÿ U(r) = α/r âåêòîð Ëà-
ïëàñà èìååò âèä

A = [v,M] + α
r

r
. (3.17b)
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×òîáû âûÿñíèòü íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ âåêòîðà A, ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ r è A. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ϕ óãîë ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè, íàé-
äåì

rA = rA cos ϕ = r [v,M]− αr =
M2

m
− αr = α(p− r) ,

ãäå p = M2/(mα), èëè
r =

p

1 + (A/α) cos ϕ
. (3.18)

Ñðàâíèâ ýòî âûðàæåíèå ñ ôîðìóëîé (6), íåìåäëåííî óñòàíîâèì, ÷òî âåêòîð A íà-
ïðàâëåí èç öåíòðà ïîëÿ â òî÷êó r = rmin (ê ïåðèãåëèþ ïëàíåòû) è ìîäóëü ýòîãî
âåêòîðà ïðîïîðöèîíàëåí ýêñöåíòðèñèòåòó:

|A| = αe . (3.19)

Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å Êåïëåðà ìû íàøëè ñåìü èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ: ýíåðãèþ
E è ïî òðè ïðîåêöèè âåêòîðîâ M è A. Îäíàêî íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïÿòü
èç íèõ, ïîñêîëüêó ìîäóëü âåêòîðà A, ñîãëàñíî (19) è (5), îïðåäåëÿåòñÿ ýíåðãèåé è
ìîìåíòîì èìïóëüñà, à ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæèò ýòîò âåêòîð, îðòîãîíàëüíà âåêòîðó
M. Âîçìîæíûé íàáîð èç ïÿòè íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ òàêîâ: E è M
äàþò ÷åòûðå èíòåãðàëà è îïðåäåëÿþò ïëîñêîñòü îðáèòû è ïàðàìåòðû ýëëèïñà, íî íå
åãî îðèåíòàöèþ â ïëîñêîñòè, ïÿòûì íåçàâèñèìûì èíòåãðàëîì ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå
âåêòîðà A, äàþùåå ïîëîæåíèå ïåðèãåëèÿ îðáèòû.

3.4. Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå U(r) = −α
r +

β
r2

Ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ ýòîãî ïîëÿ

Uýô(r) = −α

r
+

M̃2

2mr2
, M̃ =

√
M2 + 2mβ (3.20)

èìååò êà÷åñòâåííî òîò æå âèä, ÷òî è êðèâàÿ Uýô(r) íà ðèñ. 5. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (2.8):

ϕ = ±
∫

M

r2

dr√
2mE +

2mα

r
− M̃2

r2

+ ϕ0 . (3.21)

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

γ ϕ = ±
∫

M̃

r2

dr√
2mE +

2mα

r
− M̃2

r2

+ const , γ =
M̃

M
=

√
1 +

2mβ

M2
, (3.22)

êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (3) äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîëÿ ëèøü çàìåíàìè M →
M̃, ϕ → γ ϕ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè â âèäå

r =
p̃

1 + ẽ cos(γϕ)
, (3.23)
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ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

p̃ =
M̃2

mα
, ẽ =

√
1 +

2EM̃2

mα2
. (3.24)

A

A1

B

B1

O

а)

A

A1

B

B1

O

б)

Ðèñ. 7. Òðàåêòîðèÿ, îïèñûâàåìàÿ ôîðìóëîé (3.23) äëÿ ñëó÷àÿ E < 0: à) ïðè β > 0 è
á) ïðè β < 0

Äëÿ ñëó÷àÿ E < 0 (ïðè ýòîì ẽ < 1) òðàåêòîðèè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7, à ïðè β > 0
è íà ðèñ. 7, á ïðè β < 0. Òî÷êè A, B, A1 ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ îò ïåðèãåëèÿ A äî
àïîãåëèÿ B çà ïåðâûé ïîëóïåðèîä ðàäèàëüíîãî êîëåáàíèÿ, à çàòåì äî ïåðèãåëèÿ A1 çà
âòîðîé ïîëóïåðèîä ðàäèàëüíîãî êîëåáàíèÿ. Çà îäíî ðàäèàëüíîå êîëåáàíèå ÷àñòèöû
å¼ ïîëÿðíûé óãîë èçìåíèòñÿ íà

∆ϕ =
2π

γ
, (3.25)

ïîýòîìó òî÷êà, â êîòîðîé òðàåêòîðèÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè r = rmin, ñìåùàåòñÿ íà
óãîë

δϕ = ∠AOA1 =
2π

γ
− 2π , (3.26)

ïðè÷¼ì δϕ < 0 (ïåðèãåëèé ñìåùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå) ïðè β > 0 è δϕ > 0
(ïåðèãåëèé ñìåùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêå) ïðè β < 0.

Ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè ìîìåíòà èìïóëüñà ïàðàìåòð γ â îáùåì ñëó÷àå îêà-
æåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, è ïîòîìó òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåçàìêíó-
òóþ êðèâóþ, ðàñïîëîæåííóþ â êîëüöå ìåæäó îêðóæíîñòÿìè r = rmin = p̃/(1 + ẽ)
è r = rmax = p̃/(1 − ẽ). Ýòà êðèâàÿ ïëîòíî çàïîëíÿåò êîëüöî, ïðîõîäÿ êàê óãîäíî
áëèçêî ê ëþáîé åãî òî÷êå.

Åñëè æå çíà÷åíèå ìîìåíòà èìïóëüñà òàêîâî, ÷òî ïàðàìåòð γ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëü-
íîé äðîáüþ, γ = n1/n2, è n1, 2 � öåëûå ÷èñëà, òî òðàåêòîðèÿ îêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé
êðèâîé: ñîâåðøèâ n1 ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è n2 ïîëíûõ îáîðîòîâ, ÷àñòèöà âåðíåòñÿ
â èñõîäíóþ òî÷êó íà òðàåêòîðèè.

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð òèïè÷åí äëÿ äâèæåíèÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå, êîòîðîå ìû
ðàçäåëèëè íà äâà äâèæåíèÿ: ïî óãëó ϕ è ðàäèóñó r. Ïðè ôèíèòíîì äâèæåíèè è òî è
äðóãîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, íî ïåðèîäû Tϕ è Tr, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñî-
èçìåðèìû è ïîòîìó òðàåêòîðèÿ ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå çàìêíóòà.
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Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè ôèíèòíîì äâèæåíèè â ïðîèçâîëüíîì öåíòðàëüíîì ïîëå ÷àñòèöà
äâèæåòñÿ òàê, ÷òî óãîë ïîâîðîòà ÷àñòèöû çà ïåðèîä îäíîãî ðàäèàëüíîãî êîëåáàíèÿ
∆ϕ â îáùåì ñëó÷àå (ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà è ýíåðãèè, äî-
ïóñòèìûõ ïðè ôèíèòíîì äâèæåíèè) íåñîèçìåðèì c óãëîì ïîëíîãî îáîðîòà 2π, ò. å.
îòíîøåíèå 2π/∆ϕ ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì è òðàåêòîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòîé êðèâîé. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [4, � 8]), ÷òî èñêëþ÷åíèÿìè ÿâëÿ-
þòñÿ òîëüêî êóëîíîâñêîå ïîëå U(r) = −α/r, â êîòîðîì 2π/∆ϕ = 1 (èëè Tϕ = Tr), è
ïîëå èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà U(r) = kr2/2, â êîòîðîì 2π/∆ϕ = 2 (èëè Tϕ = 2 Tr)
ñì. íèæå � 4. Â ýòèõ ïîëÿõ òðàåêòîðèè ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè
êðèâûìè ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà (è ïðè E < 0 äëÿ êóëîíîâ-
ñêîãî ïîëÿ è E > 0 äëÿ èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòèõ æå ïîëÿõ
èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ è äîïîëíèòåëüíûå (ïîìèìî ýíåðãèè è ìîìåíòà
èìïóëüñà) èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

Çàäà÷à
3.1. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå âîêðóã Çåìëè. Îò íåãî

ñ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ v = 160 ì/c, íàïðàâëåííîé ê Çåìëå, îòäåëÿåòñÿ òåëî,
ìàññà êîòîðîãî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé êîðàáëÿ. Íàéòè îðèåíòàöèþ è ïàðàìåòðû
îðáèòû òåëà. Îöåíèòü, ÷åðåç êàêîå âðåìÿ êîñìè÷åñêèé êîðàáëü è òåëî îêàæóòñÿ ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò Çåìëè.

� 4. Èçîòðîïíûé îñöèëëÿòîð
Ïîëå èçîòðîïíîãî òð¼õìåðíîãî îñöèëëÿòîðà

U(r) =
1

2
kr2 (4.1)

ïðåäñòàâëÿåò åù¼ îäèí âàæíûé ïðèìåð öåíòðàëüíîãî ïîëÿ. Äâèæåíèå â òàêîì ïîëå
ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè xy, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîñòîÿííîìó âåêòîðó ìîìåíòà èì-
ïóëüñà M. Òðàåêòîðèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî îáùèì ôîðìóëàì
� 2. Óäîáíåå, îäíàêî, âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäè-
íàòàõ, â êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ðàñöåïëÿþòñÿ

ẍ = −ω2x , ÿ = −ω2y , ω =

√
k

m
, (4.2)

è ðåøåíèå êîòîðûõ õîðîøî èçâåñòíû:

x(t) = A cos (ωt + α) , y(t) = B cos (ωt + β) , (4.3)

ãäå A, B, α è β � êîíñòàíòû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ýëëèïñó. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî, èçáàâèìñÿ â óðàâíåíèÿõ

(3) îò âðåìåíè. Çàìåòèì, ÷òî

cos(ωt + β) = cos δ cos(ωt + α)− sin δ sin(ωt + α) , δ = β − α ,

y = x
B

A
cos δ −B sin δ sin(ωt + α)
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è ÷òî èç óðàâíåíèé (3) ñëåäóåò

cos2(ωt + α) + sin2(ωt + α) =
x2

A2
+

1

B2 sin2 δ

(
y − B

A
x cos δ

)2

= 1 . (4.4)

Ýòî åñòü óðàâíåíèå ýëëèïñà, îñè êîòîðîãî íå ñîâïàäàþò ñ îñÿìè xy.
Ñäåëàâ ïîäõîäÿùèé ïîâîðîò â ïëîñêîñòè xy è ñäâèã ïî âðåìåíè, ïðåîáðàçóåì (4)

ê ñóììå êâàäðàòîâ
x2

a2
+

y2

b2
= 1 , (4.5)

à (3) ê ñòàíäàðòíîìó âèäó

x(t) = a cos ωt , y(t) = b sin ωt , (4.6)

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíûì äàííûì r0 = (a, 0, 0), v0 = (0, bω, 0). Îòñþäà
âèäíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ � ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a è b, öåíòð êîòîðîãî ñîâïà-
äàåò ñ öåíòðîì ïîëÿ.

Ïåðèîä îáðàùåíèÿ T = 2π/ω îêàçûâàåòñÿ âäâîå áîëüøå ïåðèîäà ðàäèàëüíûõ
êîëåáàíèé Tr = π/ω.

Íàéäåì ïîëíûé íàáîð èíòåãðàëîâ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèõ òðàåêòîðèþ. Êàê
è â çàäà÷å Êåïëåðà, èõ ïÿòü. Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ìîæíî âçÿòü âåêòîð ìîìåíòà
èìïóëüñà M, è äâå ýíåðãèè Ex è Ey íåçàâèñèìûõ êîëåáàíèé ïî îñÿì x è y. Çàäàí-
íûõ çíà÷åíèé Ex, Ey, M äîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ A,B, δ, ïîñêîëüêó Ex = kA2/2,
Ey = kB2/2, M = mABω sin δ. ßñíî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ åñòü
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íåêîòîðûå èìåþò î÷åâèäíûé ñìûñë, íàïðèìåð ïîëíàÿ ýíåðãèÿ
E = Ex + Ey, äðóãèå ìåíåå î÷åâèäíû, íàïðèìåð

N = mẋẏ + kxy . (4.7)

Ñîõðàíåíèå N ïðîâåðÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ (2).

Ðèñ. 8. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â ïîëå (4.1) ñ ìàëîé äîáàâêîé δU = k1x
2/2

Åñëè ïîìèìî ïîëÿ (1) èìååòñÿ ìàëàÿ äîáàâêà (âîçìóùåíèå) δU , òî òðàåêòîðèÿ ìî-
æåò èçìåíèòüñÿ êà÷åñòâåííî. Îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ ïðèìåðàìè äëÿ ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ
â ïëîñêîñòè xy. Åñëè, íàïðèìåð, δU = k1x

2/2, òî

x(t) = a cos ω1t , y(t) = b sin ωt , ω1 =

√
k + k1

m
, (4.8)
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òàê ÷òî òðàåêòîðèÿ ïåðåñòàåò áûòü çàìêíóòîé è çàïîëíÿåò âñþäó ïëîòíî ïðÿìî-
óãîëüíèê |x| ≤ a, |y| ≤ b (ðèñ. 8). Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè
öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå âîçìóùåíèå δU = δU(x2 + y2). Çäåñü òðàåêòîðèÿ òàêæå
ïåðåñòàåò áûòü çàìêíóòîé è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåöåññèðóþùèé ýëëèïñ (ðèñ. 9).
Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ âîçìóùåíèå óìåíüøàåò ÷èñëî èíòåãðàëîâ

Ðèñ. 9. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â ïîëå (4.1) ñ ìàëîé äîáàâêîé δU = β/r4

äâèæåíèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåñòàåò ñîõðàíÿòüñÿ ìîìåíò èìïóëüñà èç-çà èñ÷åçíî-
âåíèÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ïîëÿ, à âî âòîðîì � íå ñîõðàíÿþòñÿ îòäåëüíî ýíåðãèè
Ex è Ey, à ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ.

� 5. Çàäà÷à äâóõ òåë
Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ñèñòåìó òåë, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ÷àñòèö, ïîòåíöèàëüíàÿ

ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êîòîðûõ U = U(|r1 − r2|). Èõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

m1r̈1 = F(r1 − r2) = −∂U

∂r1

, m2r̈2 = −F(r1 − r2) (5.1)

ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, åñëè ââåñòè âìåñòî ïåðåìåííûõ r1 è r2 íîâûå ïåðå-
ìåííûå � êîîðäèíàòû öåíòðà èíåðöèè

R =
m1r1 + m2r2

m1 + m2

è îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå r = r1 − r2. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ (1) ðàçäåëÿ-
þòñÿ:

R̈ = 0, mr̈ = −∂U(r)

∂r
, m =

m1m2

m1 + m2

. (5.2)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à äâóõ òåë ñâîäèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó è ïðÿìîëèíåéíîìó äâè-
æåíèþ öåíòðà èíåðöèè ñèñòåìû R = R0 + Vt è ê äâèæåíèþ îäíîé ÷àñòèöû ñ ïðèâå-
ä¼ííîé ìàññîé m ïîä äåéñòâèåì ñèëû

F(r) = −∂U(r)

∂r
.
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� 6. Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ. Ôîðìóëà Ðåçåðôîðäà
6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàññåÿíèÿ
Ýêñïåðèìåíò ïî ðàññåÿíèþ ÷àñòèö îáû÷íî ïðîâîäèòñÿ òàê. Ïó÷îê ÷àñòèö, äâèæó-

ùèéñÿ âäîëü îïðåäåëåííîé îñè (ñêàæåì, îñè z), ïàäàåò íà ìèøåíü, à ðàññåÿííûå
÷àñòèöû ðåãèñòðèðóþòñÿ äåòåêòîðîì, ðàñïîëîæåííîì íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè R îò
ìèøåíè. Èçó÷åíèå çàâèñèìîñòè ÷èñëà ðàññåÿííûõ ÷àñòèö îò óãëîâ ðàññåÿíèÿ è ýíåð-
ãèè íàëåòàþùèõ ÷àñòèö ìîæåò äàòü öåííûå ñâåäåíèÿ î ïðèðîäå ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ,
î ñòðóêòóðå ìèøåíè è ò. ä. Åñëè ìèøåíü äîñòàòî÷íî òîíêàÿ (òàê ÷òî ïîâòîðíûìè
ñîóäàðåíèÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü) è ðàññåÿíèå íà îòäåëüíûõ ðàññåèâàþùèõ öåíòðàõ
ìèøåíè ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî, òî çàäà÷à ïî ñóùåñòâó ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ðàññåÿíèè
÷àñòèö ñ ïðèâåäåííîé ìàññîé íà ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(r), ñîîòâåòñòâóþùåì âçàè-
ìîäåéñòâèþ ÷àñòèöû èç ïàäàþùåãî ïîòîêà ñ îäíèì ðàññåèâàþùèì öåíòðîì ìèøåíè.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

� ��

� � �
� � �
� � �
� � �
� � �

� � �
� � �
� � �
� � �

θ

R

ρ

dS = R2dΩ

dσ

z

Ðèñ. 10. Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ

Ïóñòü êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö â ïàäàþùåì ïîòîêå ðàâíà n, à èõ ñêîðîñòü ðàâíà
v∞ = (0, 0, v∞), òîãäà ïëîòíîñòü èõ ïîòîêà j = nv∞. Ïîñëå ðàññåÿíèÿ íåêîòîðîå
÷èñëî ÷àñòèö ïîïàäåò â äåòåêòîð íà ïëîùàäêó dS = R2dΩ ñ óãëîâûì ðàçìåðîì
dΩ = sin θdθdϕ, ðàñïîëîæåííóþ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè R îò íà÷àëà êîîðäèíàò
(ðèñ. 10). ×èñëî ÷àñòèö dṄ , ïîïàâøèõ â åäèíèöó âðåìåíè íà ýòó ïëîùàäêó, ïðÿìî
ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå j, à îòíîøåíèå dṄ/j óæå íå çàâèñèò îò ïëîòíîñòè ïîòîêà
è îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ U(r) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè. Åñëè ïðîñëåäèòü çà òðàåêòîðèÿìè ÷àñòèö, ïîïàâøèõ íà ïëîùàäêó dS, òî ìîæíî
óêàçàòü íà÷àëüíóþ ïëîùàäêó dσ (ðàñïîëîæåííóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê îñè z), ÷åðåç
êîòîðóþ ýòè ÷àñòèöû ïðîøëè íà íà÷àëüíîì ýòàïå äâèæåíèÿ, èìåÿ ñêîðîñòü v∞ è ïðè-
öåëüíûé ïàðàìåòð ρ = (ρx, ρy, 0). Â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå ïðèöåëüíûå ïàðàìåòðû
îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ ìèêðîñêîïè÷åñêè ìàëûìè è íåïîñðåäñòâåííî íå íàáëþäàþòñÿ.

×èñëî ÷àñòèö, ïðîøåäøèõ â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ïëîùàäêó dσ ≡ d2ρ = dρx dρy,
ðàâíî jdσ è ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ÷àñòèö dṄ , ïðîøåäøèõ â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç
ïëîùàäêó dS. Òàêèì îáðàçîì, èìåííî âåëè÷èíà

dσ(θ, ϕ, E) =
dṄ(θ, ϕ, E)

j(E)
(6.1)

ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ. Îíà ìîæåò áûòü îïðåäåëå-
íà èç ýêñïåðèìåíòà ïðè èçìåðåíèè ÷èñëà ïîïàâøèõ â äåòåêòîð ÷àñòèö. Ïîëó÷åííàÿ
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ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óãëàì ðàññåÿíèÿ âåëè÷èíà σ íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ýôôåêòèâ-
íûì ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ (èëè ïðîñòî ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ), à âåëè÷èíà

dσ(θ, ϕ, E)

dΩ
=

∣∣∣∣
d2ρ(θ, ϕ, E)

dΩ

∣∣∣∣ (6.2)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ýôôåêòèâíûì ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ3.
Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé âèäíî, ÷òî êàê σ, òàê è dσ/dΩ ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíû-

ìè âåëè÷èíàìè è ÷òî ñå÷åíèå σ ðàâíî ïîëíîìó ÷èñëó ÷àñòèö, ðàññåÿííûõ â åäèíèöó
âðåìåíè ñèëîâûì öåíòðîì ïðè åäèíè÷íîé ïëîòíîñòè ïîòîêà ïàäàþùèõ íà ýòîò öåíòð
÷àñòèö. Åñëè ñèëîâîé öåíòð òàêîâ, ÷òî ñèëà F = −∇U(r) èñ÷åçàåò ëèøü íà áåñêîíå÷-
íîñòè, òî âñå ÷àñòèöû ïàäàþùåãî ïîòîêà íåïðåìåííî îòêëîíÿþòñÿ, òàê ÷òî ïîëíîå
÷èñëî ðàññåÿííûõ òàêèì öåíòðîì ÷àñòèö Ṅ áåñêîíå÷íî, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíîå
ñå÷åíèå òàêæå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåì óãëàì ðàñ-
ñåÿíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ U(r) ∼ α/rn, n > 0, òî σ = ∞.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð óïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ, êîãäà ÷àñòèöû íàëåòàþùåãî ïîòîêà
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øàðèêè ðàäèóñà R1, à ÷àñòèöû ìèøåíè � øàðèêè ðàäèóñà R2.
Â ýòîì ñëó÷àå ðàññåÿííûìè îêàæóòñÿ òîëüêî ÷àñòèöû ñ ïðèöåëüíûìè ïàðàìåòðàìè
ρ ≤ R1 + R2, ò. å. ïîëíîå ñå÷åíèå σ = π(R1 + R2)

2.
Åñëè ïîòåíöèàëüíîå ïîëå U ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì, òî äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷å-

íèå ðàññåÿíèÿ íå çàâèñèò îò àçèìóòàëüíîãî óãëà ϕ è

dσ(θ, E)

dΩ
=

∣∣∣∣
d(πρ2)

2π sin θdθ

∣∣∣∣ =
ρ(θ, E)

sin θ

∣∣∣∣
dρ(θ, E)

dθ

∣∣∣∣ . (6.3)

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ äîñòàòî÷íî
çíàòü ρ(θ, E) � ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð ïàäàþùåé ÷àñòèöû êàê ôóíêöèþ åå óãëà ðàñ-
ñåÿíèÿ è ýíåðãèè.

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè óïðóãîå ðàññåÿíèå ÷àñòèö. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîíÿòèå
ñå÷åíèÿ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé, êîãäà ÷àñòèöû ïàäàþò íà ñèëîâîé öåíòð,
èëè íà ñëó÷àé, êîãäà ïðè ñîóäàðåíèè ÷àñòèö ïðîèñõîäÿò ðåàêöèè ñ îáðàçîâàíèåì íî-
âûõ ÷àñòèö. Ïðè îïèñàíèè òàêèõ ïðîöåññîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ñå÷åíèå
ïàäåíèÿ èëè ñå÷åíèå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ. Ïðè ðàññåÿíèè íà ÷àñòèöàõ, ìàññà êîòî-
ðûõ ñðàâíèìà ñ ìàññîé íàëåòàþùèõ ÷àñòèö, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñå÷åíèå, äèôôå-
ðåíöèàëüíîå ïî âåëè÷èíå ýíåðãèè, ïåðåäàííîé ïðè ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèöàì ìèøåíè.

6.2. Ðàññåÿíèå ïîä ìàëûìè óãëàìè
Âû÷èñëèì ρ(θ, ϕ, E) äëÿ âàæíîãî ñëó÷àÿ ðàññåÿíèÿ áûñòðûõ ÷àñòèö ïîä ìàëûìè

óãëàìè, θ ¿ 1. Ïóñòü p = (0, 0, mv∞) è p′ � íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé èìïóëüñû
÷àñòèöû, äëÿ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ âåëè÷èíû ýòèõ èìïóëüñîâ ñîâïàäàþò |p′| = |p|.
Ïðè ðàññåÿíèè ïîä ìàëûìè óãëàìè

θ ≈ sin θ =
p′⊥
p

, tg ϕ =
p′y
p′x

, (6.4)

3Èç ôîðìóëû (2) âèäíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå è ïîëíîå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ èìåþò ðàçìåðíîñòü
ïëîùàäè.
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ãäå p′⊥ = (p′x, p′y, 0) � ïîïåðå÷íàÿ ê îñè z ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà p′. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëîâ ðàññåÿíèÿ äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû âåê-
òîðà p′.

Ïðè òàêîì âû÷èñëåíèè ó÷òåì, ÷òî p′⊥ = ∆p⊥, ãäå ∆p = p′−p � ïîëíîå èçìåíåíèå
èìïóëüñà ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ ðàññåÿíèÿ. Òàê êàê dp = Fdt â ñèëó óðàâíåíèÿ
Íüþòîíà, òî

∆p =

∫ ∞

−∞
F(t)dt = −

∫ ∞

−∞

∂U(r(t))

∂r
dt .

Ïðè ðàññåÿíèè íà ìàëûå óãëû â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîäñòàâèòü
ïðèáëèæ¼ííûé çàêîí äâèæåíèÿ

r(t) = ρ + v∞ t

è ïîëó÷èòü
p′⊥ = − ∂

∂ρ

∫ ∞

−∞
U(ρ + v∞ t) dt . (6.5)

Åñëè ïîòåíöèàëüíîå ïîëå U ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì, U(r) = U
(√

ρ2 + (v∞t)2
)
, òî

äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íå çàâèñèò îò àçèìóòàëüíîãî óãëà ϕ. Ñäåëàâ
äàëåå çàìåíó z = v∞t, ïîëó÷èì ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ óãëà ðàññåÿíèÿ

θ =
1

2E

∣∣∣∣
∂

∂ρ

∫ ∞

−∞
U

(√
ρ2 + z2

)
dz

∣∣∣∣ . (6.6)

Îòñþäà íàõîäèòñÿ ρ(θ, E) è äàëåå dσ/dΩ.

Ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå â ïîëå U(r) = α√

r2 + a2
ïðè óñëîâèè E À α

a .
Óêàçàííîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ýíåðãèÿ íàëåòàþùèõ ÷àñòèö E ìíîãî áîëüøå

õàðàêòåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè α/a. Ðàññåÿíèå ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò òîëüêî íà
ìàëûå óãëû, êîòîðûå ëåãêî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (6):

θ =
αρ

2E

∫ ∞

−∞

dz

(ρ2 + z2 + a2)3/2
=

α

E

ρ

ρ2 + a2 .

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ïîêàçàí íà ðèñ. 11. Ìàêñèìàëüíûé óãîë ðàññåÿíèÿ θm äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè ρ = a è, åñòåñòâåííî, îêàçûâàåòñÿ ìàë:

θm =
α

2Ea
¿ 1 .

Ïðè âû÷èñëåíèè ñå÷åíèÿ íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî íà îäíó è òó æå ïëîùàäêó äå-
òåêòîðà ïîïàäóò ÷àñòèöû, ïàäàþùèå ñ äâóõ ðàçíûõ ïëîùàäîê

dσ1,2 = π|dρ2
1,2| = ±dρ2

1,2 = ±π
dρ2

1,2

dθ
dθ

äëÿ äâóõ âîçìîæíûõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ

ρ1,2 =
(
1∓

√
1− (θ/θm)2

) α

2Eθ
,
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θ(ρ)

θ
m

θ

ρ
1

ρ
2 ρa

Ðèñ. 11. Çàâèñèìîñòü θ(ρ) ïðè ðàññåÿíèè â ïîëå U(r) = α/
√

r2 + a2

ïîýòîìó

dσ = π
(|dρ2

1|+ |dρ2
2|

)
= πd

(
ρ2

1 − ρ2
2

)
= πd [(ρ1 − ρ2)(ρ1 + ρ2)] .

Îòñþäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

dσ

dΩ
=





α2

E2θ4
1− θ2/(2θ2

m)√
1− (θ/θm)2

ïðè θ < θm ,

0 ïðè θ > θm .
(6.7)

dσ

dΩ

θm θ

Ðèñ. 12. Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû â ïîëå U(r) = α√
r2 + a2

Çàâèñèìîñòü dσ/dΩ îò θ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 12. Ïðè θ → 0 äèôôåðåíöèàëüíîå
ñå÷åíèå dσ/dΩ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò:

dσ

dΩ
≈ α2

E2θ4
→∞ ïðè θ → 0 . (6.8)
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Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, ïðîèíòåãðèðîâàííîå â èíòåðâàëå óãëîâ, ïðèëåãàþùèõ ê θ = 0,
áåñêîíå÷íî, òàê êàê ðàññåÿíèå íà ìàëûå óãëû îòâå÷àåò áîëüøèì ïðèöåëüíûì ïàðà-
ìåòðàì.

Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå dσ/dΩ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò òàêæå è ïðè θ→ θm:
dσ

dΩ
≈ α2

2
√

2E2θ4
m

√
1− (θ/θm)

→∞ ïðè θ → θm . (6.9)

Îäíàêî ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â èíòåðâàë óãëîâ, ïðèëåãàþùèõ ê θm, îêàçûâàåòñÿ êîíå÷-
íûì, ò. ê. îòâå÷àåò êîíå÷íûì ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðàì âáëèçè ρ = a. Äåéñòâèòåëüíî,
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â èíòåðâàë óãëîâ θm − δ < θ < θm, ðàâíîå

∫ θm

θm−δ

2π
dσ

dΩ
θ dθ =

πα2δ1/2

√
2E2θ5/2

m

,

êîíå÷íî è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè δ → 0. Òàêàÿ îñîáåííîñòü ñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ðà-
äóæíûì ðàññåÿíèåì (ñì. [5, ãë. 5, � 5]). Ïîäîáíîãî òèïà îñîáåííîñòü ñå÷åíèÿ ïðèâî-
äèò ê îáðàçîâàíèþ ðàäóãè ïðè ðàññåÿíèè ñâåòà êàïëÿìè âîäû. Ïðèìåðû ðàäóæíîãî
ðàññåÿíèÿ ñì. òàêæå â çàäà÷àõ 3.8, 3.10 èç [3].

6.3. Ôîðìóëà Ðåçåðôîðäà
Ðàññìîòðèì óïðóãîå ðàññåÿíèå ÷àñòèö íà êóëîíîâñêîì ïîëå îòòàëêèâàíèÿ U(r) =

α/r. Òèïè÷íàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E = mv2
∞/2 è ïðèöåëüíûì

θ

ϕB

A
B

C

xρ

Ðèñ. 13. Òðàåêòîðèÿ ðàññåÿíèÿ â êóëîíîâñêîì ïîëå U(r) = α/r

ïàðàìåòðîì ρ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 13 â âèäå ãèïåðáîëû ABC, ãäå òî÷êè A è C ñîîòâåò-
ñòâóþò íà÷àëüíîìó è êîíå÷íîìó ó÷àñòêàì òðàåêòîðèè, à òî÷êà B � ìèíèìàëüíîìó
ðàññòîÿíèþ òðàåêòîðèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Â ïëîñêîñòè òðàåêòîðèè (ïëîñêîñòè
xy) ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r è ϕ, òîãäà óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ABC èìååò âèä

r(ϕ) =
p

−1 + e cos(ϕ− ϕB)
, (6.10)

ãäå âåëè÷èíû p è e îïðåäåëåíû â (3.4), (3.5), à ϕB � ïîëÿðíûé óãîë òî÷êè B. Ïîëÿð-
íûå óãëû ϕA è ϕC , îòâå÷àþùèå òî÷êàì A è C, è óãîë ðàññåÿíèÿ θ ñâÿçàíû ñ óãëîì
ϕB ñîîòíîøåíèÿìè:

ϕA = π , ϕC = 2ϕB − π = θ .
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Óãîë ϕB ìîæíî íàéòè èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû r(ϕA) = ∞ èëè −1+e cos(π−ϕB) = 0.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ϕB =
π + θ

2
, M2 = (mv∞ρ)2 = 2mEρ2 , e2 = 1 +

(
2Eρ

α

)2

,

íàõîäèì
ρ(θ) =

α

2E
ctg

θ

2
(6.11)

è äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

dσ

dΩ
=

( α

4E

)2 1

sin4(θ/2)
. (6.12)

Ýòî ñå÷åíèå áûñòðî óáûâàåò ñ ðîñòîì óãëà ðàññåÿíèÿ θ è ýíåðãèè íàëåòàþùåé ÷à-
ñòèöû E (ðèñ. 14). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëà (12) ñïðàâåäëèâà íå òîëüêî äëÿ
êóëîíîâñêîãî ïîëÿ îòòàëêèâàíèÿ U(r) = α/r, íî è äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîëÿ ïðèòÿæå-
íèÿ U(r) = −α/r. Ïðè ìàëûõ óãëàõ ðàññåÿíèÿ ðåçóëüòàò (12) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé
(8).

θπ0

α
2

4E2

dσ

dΩ

Ðèñ. 14. Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â êóëîíîâñêîì ïîëå U(r) = ±α/r

Çàäà÷è
6.1. Îïðåäåëèòü ñå÷åíèå ïàäåíèÿ ÷àñòèö, èìåþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ñêîðîñòü

v∞, íà ïîâåðõíîñòü Çåìëè (ðàäèóñ Çåìëè ðàâåí R, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà
ïîâåðõíîñòè Çåìëè ðàâíî g).

6.2. Íàéòè ñå÷åíèå ïàäåíèÿ ÷àñòèö â öåíòð ïîëÿ

U =
α

r
− β

r2 .

Êàê èçìåíèòñÿ îòâåò ïðè èçìåíåíèè çíàêà α?
6.3. Îïðåäåëèòü äèôôåðåíöèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö íà

àáñîëþòíî óïðóãîì íåïîäâèæíîì øàðå ðàäèóñà R.
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6.4. Íàéòè äèôôåðåíöèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ áûñòðûõ ÷àñòèö
(E À V ) â ïîëå

U(r) =

{
V

(
1− r2

R2

)
ïðè r < R,

0 ïðè r > R.

� 7. Òåîðåìà î âèðèàëå
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç N ÷àñòèö, äâèæåíèå êîòîðûõ ñîâåðøàåòñÿ â îãðàíè÷åííîé

îáëàñòè è ñ îãðàíè÷åííûìè ñêîðîñòÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé äèíàìè÷åñêîé âå-
ëè÷èíû F , çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ÷àñòèö, ìîæíî îïðåäåëèòü åå ñðåäíåå
çà áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ çíà÷åíèå:

〈F 〉 =
1

τ

∫ t0+τ

t0

Fdt .

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííûå ñâÿçè ìåæäó ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ïîòåí-
öèàëüíîé U = U(r1, r2, . . . rN), êèíåòè÷åñêîé T è ïîëíîé ýíåðãèè E = T + U .

Íàçîâåì âèðèàëîì ñèñòåìû ÷àñòèö âåëè÷èíó

W =
N∑

a=1

∂U

∂ra

ra . (7.1)

Òåîðåìà î âèðèàëå óòâåðæäàåò, ÷òî

2〈T 〉 = 〈W 〉 ; (7.2)

à åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ñòåïå-
íè n, ò. å. åñëè

U (λr1, λr2, . . . λrN) = λn U (r1, r2, . . . rN) , (7.3)

òî
〈T 〉 =

n

2
E , 〈U〉 =

2

n + 2
E . (7.4)

Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû, ïðèâåäåì âíà÷àëå äâà âñïîìîãàòåëüíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèÿ:

A) Åñëè F (t) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî
〈

dF

dt

〉
=

1

τ

∫ t0+τ

t0

dF

dt
dt =

F (t0 + τ)− F (t0)

τ
→ 0 ïðè τ →∞ . (7.5)

B) Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò è
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (3), òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíê-
öèÿõ,

N∑
a=1

∂U

∂ra

ra = n U . (7.6)

×òîáû äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå, äîñòàòî÷íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ðàâåíñòâî (3)
ïî λ, à çàòåì ïîëîæèòü λ = 1.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû ÷àñòèö

T =
1

2

N∑
a=1

mav
2
a .

Ïåðåïèøåì å¼ â âèäå

2T =
N∑

a=1

pa va (7.7)

è, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

dpa

dt
= −∂U

∂ra

,

ïðåîáðàçóåì ñëàãàåìîå pa va ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pa va =
d

dt
(pa ra)− dpa

dt
ra =

d

dt
(pa ra) +

∂U

∂ra

ra .

Ïîäñòàâèì çàòåì ýòî ñîîòíîøåíèå â (7). Óñðåäíÿÿ ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì âûðà-
æåíèå, íàéäåì

2 〈T 〉 =

〈
d

dt

N∑
a=1

pa ra

〉
+ 〈W 〉 .

Åñëè òåïåðü ó÷åñòü óòâåðæäåíèå (5), òî íåìåäëåííî ïîëó÷èì ôîðìóëó (2).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé

êîîðäèíàò, òî òåîðåìà Ýéëåðà (6) ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (2) â âèäå ñîîòíîøåíèÿ

2〈T 〉 = 〈W 〉 = n 〈U〉 .

Ó÷èòûâàÿ äàëåå, ÷òî 〈T 〉+ 〈U〉 = E, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (4).
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î âèðèàëå.
Ïîëå èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà U(r) = kr2/2 ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ñ

n = 2, ïîýòîìó
〈T 〉 = 〈U〉 = 1

2
E , (7.8)

ïðè÷åì ïîä óñðåäíåíèåì â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïîíèìàòü óñðåäíåíèå çà ïåðèîä
êîëåáàíèé.

Êóëîíîâñêîå ïîëå U(r) = −α/r ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ñ n = −1, ïîýòîìó
ïðè ýëëèïòè÷åñêîì äâèæåíèè (ïðè E < 0)

〈T 〉 = −1
2
〈U〉 = −E , (7.9)

ïðè÷åì è â ýòîì ñëó÷àå ïîä óñðåäíåíèåì ìîæíî ïîíèìàòü óñðåäíåíèå çà ïåðèîä
îáðàùåíèÿ.

Èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î âèðèàëå ê çàäà÷å îá ýâîëþöèè ïðî-
òîçâåçäû. Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ïðîòîçâåçäû � îäíîàòîìíûé íåéòðàëüíûé ãàç áîëü-
øîé ìàññû, óäåðæèâàåìûé ãðàâèòàöèîííûì ïðèòÿæåíèåì. Äëÿ òàêîé çâåçäû ñïðà-
âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (9). Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö ñâÿçàíà ñ òåìïåðàòóðîé ãàçà
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Tã èçâåñòíîé ôîðìóëîé 〈T 〉 = 3NkTã/2, ãäå N � ÷èñëî ÷àñòèö â çâåçäå è k � ïîñòî-
ÿííàÿ Áîëüöìàíà. Ýíåðãèÿ çâåçäû

E = −〈T 〉 = −3

2
NkTã ,

è ïîòîìó åå òåïëîåìêîñòü C = dE/dTã = −3Nk/2 îòðèöàòåëüíà. Ýòî îçíà÷àåò òàêóþ
èíòåðåñíóþ îñîáåííîñòü ýâîëþöèè çâåçäû: ïðè ó÷åòå èçëó÷åíèÿ åå ýíåðãèÿ óáûâàåò,
à òåìïåðàòóðà âîçðàñòàåò (ñì. [6, � 21]).

Çàäà÷à
7.1. Íàéòè ñðåäíþþ çà áîëüøîé ïåðèîä âðåìåíè êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû,

äâèæóùåéñÿ â ïîëå U(r) = V ln (r/a).
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Ãëàâà II
ËÀÃÐÀÍÆÅÂÀ ÌÅÕÀÍÈÊÀ

� 8. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà
8.1. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû
â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå � êîâàðèàíòíàÿ çàïèñü óðàâíåíèé
Íüþòîíà
Äî ñèõ ïîð äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (èëè ÷àñòèöû) ðàññìàòðèâàëîñü íà îñíî-

âå óðàâíåíèé Íüþòîíà. Â ýòîé ãëàâå ìû äàäèì äðóãóþ, ëàãðàíæåâó ôîðìó ýòèõ óðàâ-
íåíèé, îáëàäàþùóþ öåëûì ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ. Äàííûé ïàðàãðàô ÿâëÿåòñÿ ââîä-
íûì, ïîýòîìó, íå ñòðåìÿñü ñðàçó ê ïîëíîé îáùíîñòè çàïèñè è îïðåäåëåíèé, íà÷í¼ì ñ
îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Äëÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññû m âäîëü ïðÿìîé x â ïîòåíöè-
àëüíîì ïîëå U(x, t) óðàâíåíèå Íüþòîíà (â íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà)
èìååò âèä

mẍ = −∂U(x, t)

∂x
. (8.1)

Ââåäåì ôóíêöèþ òð¼õ ïåðåìåííûõ x, ẋ, t, ðàâíóþ ðàçíîñòè êèíåòè÷åñêîé è ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèé:

L(x, ẋ, t) =
1

2
mẋ2 − U(x, t) . (8.2a)

Å¼ íàçûâàþò ôóíêöèåé Ëàãðàíæà èëè ëàãðàíæèàíîì. Óðàâíåíèå (1) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

d

dt

∂L

∂ẋ
=

∂L

∂x
. (8.3)

Ýòî óðàâíåíèå è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàãðàíæà. Îíî íå èìååò íîâîãî, ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ óðàâíåíèåì Íüþòîíà (1), ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ. Îäíàêî òàêàÿ ôîðìà
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óäîáíà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïåðåõîäà îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x
ê ëþáûì äðóãèì êîîðäèíàòàì q, ò. å. ê çàìåíå

x = x(q, t) . (8.4)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ñäåëàòü òàêóþ çàìåíó â ëàãðàíæèàíå

L

(
x(q, t),

dx(q, t)

dt
, t

)
≡ L′(q, q̇, t) , (8.5)

òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
d

dt

∂L′

∂q̇
=

∂L′

∂q
, (8.6a)
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ñîâïàäàþùåì ïî ôîðìå ñ (3). Íåçàâèñèìîñòü âèäà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, âûðàæåííûõ
÷åðåç ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, îò âûáîðà êîîðäèíàò, è íàçûâàåòñÿ èõ êîâàðèàíòíîñòüþ.
Ýòî ñâîéñòâî óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ëåãêî ïðîâåðèòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì (ñì. çàäà÷ó
4.3 èç [3]). Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðèâåäåíî â � 9.

8.2. Îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû
Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè äëÿ ñèñòåìû N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ âçÿòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà â âèäå ðàçíîñòè êèíåòè÷åñêîé
è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé â íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

L = T − U(r1, r2, ..., rN , t); T =
1

2

N∑
a=1

maṙ
2
a (8.2b)

òî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà çàïèøåòñÿ â âèäå
d

dt

∂L

∂ṙa

=
∂L

∂ra

, a = 1, 2, . . . N . (8.3b)

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (2b) çàìåíîé

ra = ra(q1, ..., q3N , t)

ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç 3N äðóãèõ êîîðäèíàò qi è èõ ïðîèçâîäíûõ q̇i (íàçûâàå-
ìûõ îáîáù¼ííûìè êîîðäèíàòàìè è îáîáù¼ííûìè ñêîðîñòÿìè):

L(q1, ..., q3N , q̇1, ..., q̇3N , t) .

Òîãäà óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èìåþò âèä (çäåñü è äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóêâû
q è q̇ áåç èíäåêñà îáîçíà÷àþò âåñü íàáîð îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé)

d

dt

∂L(q, q̇, t)

∂q̇i

=
∂L(q, q̇, t)

∂qi

, i = 1, 2, ..., 3N. (8.6b)

Ïðè ýòîì ïåðåõîäû ê êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì, ê êîîðäèíàòàì â íåèíåðöèàëüíûõ
ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, ê �êîëëåêòèâíûì� êîîðäèíàòàì ãðóïï ÷àñòèö (ñêàæåì, îïèñûâà-
þùèì äâèæåíèå èõ öåíòðà ìàññ è îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå) è ò. ï., ìàòåìàòè÷åñêè
îêàçûâàþòñÿ ñîâåðøåííî îäèíàêîâûìè è äåëàþòñÿ ïî ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå.

Êðîìå îáîáù¼ííîé ñêîðîñòè q̇i ââîäèòñÿ òàêæå îáîáù¼ííûé èìïóëüñ, ñîîòâåòñòâó-
þùèé êîîðäèíàòå qi è îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

pi ≡ ∂L

∂q̇i

. (8.7)

Åñëè qi � äåêàðòîâà êîîðäèíàòà, íàïðèìåð, qi = x, òî îáîáù¼ííûé èìïóëüñ pi = mẋ
ñîâïàäàåò ñ x-é êîìïîíåíòîé îáû÷íîãî èìïóëüñà. Â îáùåì æå ñëó÷àå îáîáù¼ííàÿ
êîîðäèíàòà íå îáÿçàòåëüíî èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû, ñîîòâåòñòâåííî îáîáù¼ííûé
èìïóëüñ íå îáÿçàòåëüíî èìååò ðàçìåðíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ìàññû íà ñêîðîñòü.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äâèæåíèå ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå
óäîáíî âûáðàòü â êà÷åñòâå îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r, θ, ϕ,
ïðè ýòîì

L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ)− U(r) , (8.8a)
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pr = mṙ, pθ = mr2θ̇, pϕ = mr2ϕ̇ sin2 θ . (8.8b)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáîáù¼ííûå èìïóëüñû pr, pθ è pϕ ñâÿçàíû ñ èìïóëüñîì p = mv
è ìîìåíòîì èìïóëüñà M = [r,p] ñîîòíîøåíèÿìè

pr = (p)r = p · r
r

, p2 = p2
r +

M2

r2 , pϕ = Mz , p2
θ +

p2
ϕ

sin2 θ
= M2 . (8.9)

Çàäà÷à
8.1. Çàïèñàòü êîìïîíåíòû âåêòîðà óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò.

� 9. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ
9.1. Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà. Êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî çàìåíû êîîðäèíàò
Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èìåþò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê îïðåäåëåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé

çàäà÷å � çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (ñì. Äîïîëíåíèå À).
Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé ỹ(x) òàêèõ4, ÷òî âñå îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç

òî÷êè A(x1, y1) è B(x2, y2), ò. å. ỹ(x1) = y1, ỹ(x2) = y2. Ñðåäè ýòèõ ôóíêöèé íàäî
íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ y(x), ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîé â èíòåãðàë

J =

x2∫

x1

f(y, y′, x) dx, y′ =
dy

dx
,

ãäå f(y, y′, x) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ, îí ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíîå
çíà÷åíèå.

Ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ y(x) íàõîäèòñÿ êàê ðå-
øåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

d

dx

∂f

∂y′
− ∂f

∂y
= 0 . (9.1)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà äàííîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Âåëè-
÷èíà

δJ

δy(x)
≡ ∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′

íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé îò J ïî y(x), à âàðèàöèåé (òî÷íåå, ïåðâîé
âàðèàöèåé) J íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà δJ , îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì

δJ ≡
x2∫

x1

δJ

δy(x)
δy(x) dx .

4Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè ỹ(x) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè.
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Àíàëîãè÷íî ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìà èíòåãðàëà

J =

x2∫

x1

f(y1, ..., ys; y′1, ..., y
′
s; x) dx, (9.2)

çàâèñÿùåãî îò ìíîãèõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé yi(x), íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà. Íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà (1) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïî îòíîøåíèþ ê êàæäîé èç
ýòèõ ôóíêöèé:

d

dx

∂f

∂y′i
− ∂f

∂yi

= 0, i = 1, 2, ..., s. (9.3)

Î÷åâèäíî ñõîäñòâî óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (8.6a), (8.6b) ñ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà (1),
(3). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ïðèíöèï äëÿ çàäà÷ ìåõàíè-
êè � ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ (ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà). Ñôîðìóëèðóåì åãî
ñðàçó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò, õîòÿ èç îáíàðóæåííîãî ñõîä-
ñòâà óðàâíåíèé åãî ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçàíà ïîêà òîëüêî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà-
òàõ. Ïóñòü ñèñòåìà ÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t1 íàõîäèòñÿ â òî÷êå A ñ êîîðäè-
íàòàìè

(
q
(1)
1 , q

(1)
2 , . . . , q

(1)
s

)
, à â ìîìåíò âðåìåíè t2 � â òî÷êå B ñ êîîðäèíàòàìè(

q
(2)
1 , q

(2)
2 , ..., q

(2)
s

)
. Äâèæåíèå ñèñòåìû ÷àñòèö ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ïðîèñõîäèò ïî

òàêîìó çàêîíó qi(t), ÷òîáû èíòåãðàë

S =

t2∫

t1

L (q1(t), . . . , qs(t), q̇1(t), . . . , q̇s(t), t) dt (9.4)

ïðèíÿë ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå, ò. å. ÷òîáû âàðèàöèÿ S îáðàùàëàñü â íóëü:

δS =
s∑

i=1

t2∫

t1

(
∂L

∂qi

− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqi dt = 0. (9.5)

Âåëè÷èíà S íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âàðèàöèè êîîðäè-
íàò íåçàâèñèìû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

δqi(t1) = δqi(t2) = 0 , i = 1, 2, . . . , s .

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè âàðèàöèé êîîðäèíàò δqi èç ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà (5) ïîëó÷à-
þòñÿ óðàâíåíèÿ (8.6b). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, ê êîòîðûì ïðèâîäèò ýòà
âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à, è åñòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ñôîðìóëèðîâàííûé ïðèíöèï ïîçâîëÿåò ñðàçó îáíàðóæèòü êîâàðèàíòíîñòü óðàâ-
íåíèé Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåîáðà-
çîâàíèå êîîðäèíàò ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå äåéñòâèÿ (4). Ñàìî æå
çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ è óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò, îïðåäåëÿþ-
ùèå ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà, íå èçìåíÿþò ñâîåãî âèäà.

Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà ìîæíî ïîëîæèòü â îñíîâó ìåõàíèêè âìåñòî óðàâíåíèé Íüþ-
òîíà. Öåííîñòü òàêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî àíàëîãè÷íûå âà-
ðèàöèîííûå ïðèíöèïû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è â äðóãèõ ðàçäåëàõ òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêè � ýëåêòðîäèíàìèêå, êâàíòîâîé ìåõàíèêå, òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è ò. ä.
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Ïðîñòîé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïîäîáíîãî ïîäõîäà ê ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèì ñèñòåìàì
ðàññìîòðåí â � 18.

Òîò ôàêò, ÷òî äâèæåíèå ÷àñòèöû çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
(óðàâíåíèÿìè Íüþòîíà), îçíà÷àåò, ÷òî ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì êîîðäèíàò è ñêî-
ðîñòè ÷àñòèöû â íåêîòîðûé ìîìåíò t îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è ñêîðîñòè
â áëèçêèé ìîìåíò t + δt. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ äëÿ íàñ ïðèâû÷íîé è ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ åñòåñòâåííîé. Êñòàòè, èìåííî òàêèì îáðàçîì ìîæíî íàõîäèòü çàêîí äâèæåíèÿ
÷àñòèöû ÷èñëåííî. Âàðèàöèîííûé æå ïðèíöèï óòâåðæäàåò, ÷òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ
òàê, áóäòî áû îíà èñïðîáîâàëà âñå âîçìîæíûå çàêîíû äâèæåíèÿ è âûáðàëà â îïðå-
äåëåííîì ñìûñëå ïðåäïî÷òèòåëüíûé. Òàêîå �ñòðåìëåíèå ê îïðåäåëåííîé öåëè� (êî-
òîðàÿ åù¼ êîãäà-òî áóäåò äîñòèãíóòà è ïðèòîì íå î÷åíü-òî ïîíÿòíà) ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ íå òîëüêî íåïðèâû÷íûì, íî è óäèâèòåëüíûì. Êîíå÷íî, ìîæíî áûëî áû äóìàòü,
÷òî ñîâïàäåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà âàðèàöèîííîé çàäà÷è �
ïðîñòî ñëó÷àéíîñòü. Òàê è îêàçàëîñü áû, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàìêàìè êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè. Îäíàêî ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, ÷òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ñâÿçàí ñ
âîëíîâûìè ñâîéñòâàìè ÷àñòèö (èçó÷àåìûìè â ïîëíîé ìåðå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå).

9.2. Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
êîîðäèíàò è âðåìåíè
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñîõðàíÿþò ôîðìó óðàâíåíèé Ëàãðàíæà òàêæå è â òîì ñëó-

÷àå, åñëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå è êîîðäèíàò, è âðåìåíè. Íî â ýòîì ñëó÷àå
ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ è ðàâåíñòâî
(8.5), âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå qi, t → q′i, t
′, ÷òî

qi = qi(q
′
1, . . . , q

′
s, t

′), t = t(q′1, . . . , q
′
s, t

′) , i = 1, 2, . . . , s . (9.6)

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèÿ âðåìåíè: â êà÷åñòâå t′ ìîæíî ââîäèòü �ìåñòíîå
âðåìÿ� t′ = t−λx; â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íåðåäêî â êà÷åñòâå t′ èñïîëüçóþò èíòåð-
âàë t′ =

√
(ct)2 − r2, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè âûâîä è ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

â ÿâíî ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíîì âèäå. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ìîæíî
çàáûòü î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå ïåðåìåííîé t′ è òðàêòîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå (6) êàê
çàìåíó ïåðåìåííûõ â s + 1-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè òàêîé çàìåíå èíòåãðàë äåéñòâèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S =

t2∫

t1

Ldt =

t′2∫

t′1

L
dt

dt′
dt′ . (9.7)

Ïîýòîìó íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L′ åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì ñîîò-
íîøåíèåì:

L′ = L
dt

dt′
, (9.8a)
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òîãäà äåéñòâèå ïðèìåò âèä àíàëîãè÷íûé èñõîäíîìó5:

S =

t′2∫

t′1

L′
(

q′,
dq′

dt′
, t′

)
dt′ . (9.9)

Ïðè ýòîì ñîõðàíèòñÿ êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçî-
âàíèé (6), à èìåííî åñëè â ñòàðûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èìåëè âèä (8.6b),
òî â íîâûõ ïåðåìåííûõ è äëÿ íîâîãî ëàãðàíæèàíà ñîõðàíèòñÿ òîò æå âèä óðàâíåíèé:

d

dt′
∂L′

∂(dq′i/dt′)
=

∂L′

∂q′i
, i = 1, 2, . . . , s . (9.10)

Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ñîõðàíÿþò ñâîé âèä, åñëè óìíîæèòü
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü. Âçÿâ â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå L = T −U , à L′ = λL (T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, U � ïîòåíöèàëüíàÿ, λ = const),
ìû ïîëó÷èì òå æå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, òîëüêî óìíîæåííûå íà λ, ÷òî íåñóùåñòâåííî
ñ òî÷êè çðåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé.

Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Åñëè äâå ñèñòåìû äâè-
æóòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, òî ìîæíî ôîðìàëüíî îáúåäèíèòü èõ â îäíó ñèñòå-
ìó, ñîñòîÿùóþ èç íåçàâèñèìûõ ÷àñòåé. Ïðè ýòîì èõ ôóíêöèè Ëàãðàíæà äîñòàòî÷-
íî ñëîæèòü. Íî íåðåäêî â äàëüíåéøåì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ó÷åñòü âçàèìîäåé-
ñòâèå. Íàïðèìåð, äâèæåíèå äâóõ ïëàíåò ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà çàäàåòñÿ
ëàãðàíæèàíàìè

Li =
1

2
miv

2
i −

GMmi

ri

, i = 1, 2 ,

èëè, åñëè óãîäíî, åäèíûì ëàãðàíæèàíîì L = L1+L2 (çäåñü M � ìàññà Ñîëíöà, m1,2 �
ìàññû ïëàíåò, r1,2 � èõ ðàäèóñû-âåêòîðû, v1,2 = ṙ1,2 � èõ ñêîðîñòè, G � ïîñòîÿííàÿ â
çàêîíå âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà). Âçàèìîäåéñòâèå ïëàíåò äðóã ñ äðóãîì ó÷òåì,
åñëè äîáàâèì ê L ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ: Lâç = −Gm1m2/|r1 − r2|. Î÷åâèäíî,
ïðè çàìåíàõ âèäà L → L′ = λL íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìíîæèòåëü λ áûë îäèíàêîâûì
äëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ.

� 10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ÷àñòèöû
â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.
Íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà ôóíêöèè Ëàãðàíæà
Ïóñòü ÷àñòèöà ñ çàðÿäîì e íàõîäèòñÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, çàäàííîì ñêàëÿð-

íûì ϕ(r, t) è âåêòîðíûì A(r, t) ïîòåíöèàëàìè. Ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ E è
5Â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè ñîîòíîøåíèå (9.8a) ãëàñèò (ñð. (8.5)):

L′
(

q′,
dq′

dt′
, t′

)
= L

(
q(q′, t′),

dq

dt
, t(q′, t′)

)
· dt

dt′
, (9.8b)

ãäå
dqi

dt
=

dqi

dt′

/ dt

dt′
,

dqi(q′, t′)
dt′

=
∂qi

∂t′
+

∑

k

∂qi

∂q′k

dq′k
dt′

,
dt(q′, t′)

dt′
=

∂t

∂t′
+

∑

k

∂t

∂q′k

∂q′k
dt′

.
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B ñâÿçàíû ñ ïîòåíöèàëàìè ñîîòíîøåíèÿìè

E(r, t) = −∂ϕ

∂r
− 1

c

∂A

∂t
, B(r, t) =

[
∂

∂r
,A

]
, (10.1)

ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà
d

dt

∂L

∂v
=

∂L

∂r
(10.2)

ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ

mv̇ = eE +
e

c
[v,B] , (10.3)

åñëè âûáðàòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà â âèäå

L(r,v, t) =
1

2
mv2 − eϕ +

e

c
Av . (10.4)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî x-êîìïîíåíòû óðàâíåíèé (2) è (3) ñîâïàäàþò.
Ïðåäîñòàâèì ýòî ÷èòàòåëþ.

Â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñëàãàåìûå 1
2
mv2 è eϕ � ýòî îáû÷íûå êèíåòè÷åñêàÿ è ïî-

òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû, à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå (e/c)Av, ëèíåéíîå ïî ñêîðîñòè,
íå ÿâëÿåòñÿ íè êèíåòè÷åñêîé, íè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Îáîáù¼ííûé èìïóëüñ

p =
∂L

∂v
= mv +

e

c
A . (10.5)

Èçâåñòíî, ÷òî ïîëÿ E è B, à ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ýëåê-
òðîìàãíèòíîì ïîëå íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ãðàäèåíòíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîòåíöèàëîâ,
ò. å. ïðè çàìåíå

ϕ → ϕ′ = ϕ− 1

c

∂f

∂t
, (10.6)

A → A′ = A +
∂f

∂r
,

ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè. Â ëàãðàíæåâîì æå ôîðìàëèçìå
ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîòåíöèàëàì ϕ′,A′ è ϕ,A ñîîòâåòñòâóþò ëàãðàíæèàíû L
è L′, îòëè÷àþùèåñÿ íà ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ôóíêöèè ef/c:

L′ =
1

2
mv2 − eϕ′ +

e

c
A′v =

1

2
mv2 − eϕ +

e

c
Av +

e

c

(
∂f

∂t
+

∂f

∂r
v

)
=

= L +
e

c

df(r, t)

dt
,

è ýòè ëàãðàíæèàíû äîëæíû áûòü ôèçè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå.
Èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî âûáîð ôóíêöèè Ëàãðàíæà íåîäíîçíà÷åí. Ñïðàâåä-

ëèâî ñëåäóþùåå îáùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà äîáàâèòü ïîëíóþ
ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ëþáîé ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè F (q, t), òî ïîëó-
÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà,
ïðèâîäÿùóþ ê òåì æå óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

L′(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
dF (q, t)

dt
, (10.7)
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òî çíà÷åíèÿ äåéñòâèé S è S ′ îòëè÷àþòñÿ ëèøü âåëè÷èíàìè, íå çàâèñÿùèìè îò âûáîðà
ïðîáíîé ôóíêöèè,

S ′ =

t2∫

t1

L′dt =

t2∫

t1

Ldt +

t2∫

t1

dF

dt
dt = S + F (q(2), t2)− F (q(1), t1) ,

à ïîòîìó ñîâïàäàþò è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Èç íåîäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèé Ëàãðàíæà
ñëåäóåò íåîäíîçíà÷íîñòü îáîáù¼ííûõ èìïóëüñîâ:

p′i =
∂L′

∂q̇i

=
∂L

∂q̇i

+
∂

∂q̇1

dF

dt
= pi +

∂F

∂qi

. (10.8)

Îáñóæäåíèå íåêîòîðûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ òàêîé íåîäíîçíà÷íîñòüþ, ìîæíî
íàéòè â [3, çàäà÷è 4.7�4.9].

� 11. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå
Îáîáùåíèå ôîðìóë ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà íà ðåëÿòèâèñòñêèé ñëó÷àé äîñòèãà-

åòñÿ çàìåíîé íåðåëÿòèâèñòñêîãî ëàãðàíæèàíà (10.4) íà ðåëÿòèâèñòñêèé:

L(r,v, t) = −mc2

√
1− v2

c2
− eϕ +

e

c
Av . (11.1)

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (10.2) ñ òàêèì ëàãðàíæèàíîì ñîâïàäàþò ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè
óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ

d

dt

mv√
1− (v2/c2)

= eE +
e

c
[v,B] . (11.2)

Îáîáù¼ííûé èìïóëüñ ðàâåí

p =
∂L

∂v
=

mv√
1− (v2/c2)

+
e

c
A . (11.3)

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (ïðè v ¿ c) èç (1) ïîëó÷àåì

L = −mc2 +
1

2
mv2 − eϕ +

e

c
Av , (11.4)

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû −mc2 ñîâïàäàåò ñ (10.4).
Ëàãðàíæèàíó (1) ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèå S =

t2∫
t1

Ldt, êîòîðîå ëåãêî ïåðåïèñàòü â

ÿâíî ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíîì âèäå. Äåéñòâèòåëüíî,

c
√

1− (v2/c2)dt =
√

(cdt)2 − (dr)2 = ds , (11.5)

ãäå s � èíòåðâàë, à ñëàãàåìîå

(cϕ−Av)dt = A0dx0 −Adr = Aµdxµ (11.6)
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ: 4-ïîòåíöèàëà c êîí-
òðàâàðèàíòíûìè Aµ = (ϕ,A) èëè êîâàðèàíòíûìè Aµ = (ϕ,−A) êîìïîíåíòàìè è
dxµ = (cdt, dr). Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå åñòü ëîðåíö-èíâàðèàíòíàÿ âåëè÷èíà

S =

B∫

A

(−mcds− e

c
Aµdxµ) (11.7)

(çäåñü íà÷àëî è êîíåö èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ìèðîâûì òî÷êàì A(ct1, r1) è
B(ct2, r2). Åñëè ïåðåõîä (t, r) → (t′, r′) åñòü ëîðåíöåâî ïðåîáðàçîâàíèå, òî èç èíâàðè-
àíòíîñòè äåéñòâèÿ ñëåäóåò, ÷òî L′dt′ = Ldt. Ïðè ýòîì L′(r′, dr′/dt′, t′) êàê ôóíêöèÿ
íîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò òî÷íî òàêîé æå âèä (1), êàê è L(r, dr/dt, t) êàê ôóíêöèÿ
ñòàðûõ ïåðåìåííûõ.

� 12. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ñèñòåì ñ èäåàëüíûìè
ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îáúåêòû (íàïðèìåð, ìàòåðèàëüíàÿ
òî÷êà, òâåðäîå òåëî è ò. ï.) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåçóëüòàò èäåàëèçàöèè, èäåàëèçè-
ðîâàííûì ÿâëÿåòñÿ è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Íåðåäêî òàêèå èäåàëèçèðîâàííûå âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìîæíî îïèñàòü êàê ñâÿçè, îãðàíè÷èâàþùèå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
è óìåíüøàþùèå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû.

l(t)

m

ϕ

Ũ

q̃0

Ðèñ. 15. Ìàÿòíèê íà ñòåðæíå ïå-
ðåìåííîé äëèíû

Ðèñ. 16. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå-
ôîðìàöèè ñòåðæíÿ â çàâèñèìîñòè îò

åãî óäëèíåíèÿ

Äëÿ îáøèðíîãî êëàññà ñèñòåì ñ èäåàëüíûìè ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè, îïðåäåëå-
íèå êîòîðûõ áóäåò äàíî íèæå, ëàãðàíæåâ ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâåí.
Íà÷íåì ñ ïðèìåðà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïåðåìåííîé äëèíû: ãðóçèê ìàññû m
ïîäâåøåí â ïîëå òÿæåñòè íà íåðàñòÿæèìîì íåâåñîìîì ñòåðæíå, äëèíà êîòîðîãî èç-
ìåíÿåòñÿ ïî çàäàííîìó çàêîíó l(t) (ðèñ. 15). Ìû ðàññìîòðèì ëèøü äâèæåíèå ãðóçèêà
â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè xy (îñü x íàïðàâëåíà ïî ñèëå òÿæåñòè, îñü y � ãîðèçîí-
òàëüíà, íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò â òî÷êå ïîäâåñà). Ðàäèóñ-âåêòîð ãðóçèêà r óäîáíî
çàäàòü â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ r è ϕ. Óñëîâèå íåðàñòÿæèìîñòè ñòåðæíÿ îçíà÷àåò,
÷òî

r = l(t) . (12.1)
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Íà ãðóçèê äåéñòâóþò äâå ñèëû: ñèëà òÿæåñòè mg è ñèëà íàòÿæåíèÿ ñòåðæíÿ (èëè
ñèëà ðåàêöèè ñâÿçè) R, íàïðàâëåííàÿ âäîëü r. Çàìåòèì, ÷òî íàøà ñèñòåìà ôàêòè-
÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé: ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (1) äëÿ åå îïèñàíèÿ äîñòàòî÷íî çíàòü
ϕ(t). Ïðîùå âñåãî íàéòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàòû ϕ, èñïîëüçóÿ èçâåñò-
íîå ñâîéñòâà óðàâíåíèé Ëàãðàíæà: âîçìîæíîñòü çàïèñûâàòü ýòè óðàâíåíèÿ â ëþáûõ
îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ.

×òîáû ñäåëàòü ýòî, óäîáíî âðåìåííî �ðàñøèôðîâàòü� ñìûñë èäåàëèçàöèè �íåðàñ-
òÿæèìûé ñòåðæåíü�. Ðàçóìååòñÿ, â äåéñòâèòåëüíîñòè ñòåðæåíü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ÷ðåç-
âû÷àéíî æåñòêèì, íàñòîëüêî æåñòêèì, ÷òî âåëè÷èíà åãî äåôîðìàöèè ìàëà ïî ñðàâíå-
íèþ ñî âñåìè äðóãèìè ðàññìàòðèâàåìûìè â çàäà÷å äëèíàìè. Ýòà äåôîðìàöèÿ ïðè-
âîäèò ê ïîÿâëåíèþ âïîëíå ñóùåñòâåííîé â çàäà÷å ñèëû ðåàêöèè ñâÿçè, íî âî âñåõ
äðóãèõ îòíîøåíèÿõ åþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Âðåìåííî îòêàæåìñÿ îò òàêîé èäåàëèçà-
öèè è ââåäåì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ Ũ(q̃), ãäå

q̃ = r − l(t)

� óâåëè÷åíèå äëèíû ñòåðæíÿ, ñâÿçàííîå ñ åãî ñèëîâîé äåôîðìàöèåé, à ôóíêöèÿ
Ũ(q̃) î÷åíü áûñòðî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì |q̃| (ðèñ. 16). Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ êàê óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ϕ è r. Íåñêîëüêî
âûðàçèòåëüíåå äàëüíåéøåå áóäåò âûãëÿäåòü, åñëè ìû âìåñòî ïåðåìåííîé r âûáåðåì
ïåðåìåííóþ q̃.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â ýòèõ ïåðåìåííûõ

L̃(ϕ, q̃, ϕ̇, ˙̃q, t) =
m

2

{[
l̇(t) + ˙̃q

]2

+ [l(t) + q̃]2 ϕ̇2

}
+ mg [l(t) + q̃] cos ϕ− Ũ(q̃) (12.2)

ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

m
d

dt

[
(l(t) + q̃)2 ϕ̇

]
= −mg [l(t) + q̃] sin ϕ , (12.3)

m
[
l̈(t) + ¨̃q

]
= m [l(t) + q̃] ϕ̇2 + mg cos ϕ− dŨ

dq̃
. (12.4)

Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü âåëè÷èíû q̃, ìîæíî â óðàâíåíèè (3) ïîëîæèòü q̃ = 0 è ˙̃q = 0.
Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

m
d

dt

[
l2(t)ϕ̇

]
= −mgl(t) sin ϕ , (12.5)

èç êîòîðîãî (ïðè çàäàííîé çàâèñèìîñòè l(t)) ìîæåò áûòü íàéäåíà çàâèñèìîñòü ϕ(t).
Óðàâíåíèå (4) ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåò q̃(t). Îäíàêî ìû íå áóäåì åãî èñïîëüçîâàòü,

âñïîìíèâ, ÷òî äëÿ �íåðàñòÿæèìîãî ñòåðæíÿ� q̃(t) = 0, åñëè óãîäíî, ïî îïðåäåëåíèþ
�íåðàñòÿæèìîãî ñòåðæíÿ�.

Íàêîíåö, ñäåëàåì ïîñëåäíèé øàã: ïîëîæèì q̃ = 0 è ˙̃q = 0 óæå â ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà (2) è îòáðîñèì ñëàãàåìîå Ũ , íå íóæíîå ïðè çàïèñè óðàâíåíèÿ (3) äëÿ ϕ. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî òàêàÿ ïîäñòàíîâêà íå ìîæåò ïðèâåñòè ê èçìåíåíèþ óðàâíåíèÿ (5).
Â èòîãå ïîëó÷èì ïðîñòóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è:

L(ϕ, ϕ̇, t) =
m

2

[
l̇2(t) + l2(t)ϕ̇2

]
+ mgl(t) cos ϕ (12.6)

Â ýòîì âûðàæåíèè åùå äîïîëíèòåëüíî ìîæíî îïóñòèòü ñëàãàåìîå ml̇2(t)/2.
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Èòàê, ðåöåïò ïîëó÷åíèÿ ëàãðàíæèàíà äëÿ ñèñòåìû ñî ñâÿçüþ íàéäåí: ñëåäóåò
ââåñòè îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ñ ó÷åòîì óñëîâèé ñâÿçè, ëàãðàíæèàí � ðàçíîñòü
êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé � ñëåäóåò çàïèñûâàòü ñðàçó æå ñ ó÷åòîì
ýòèõ óñëîâèé, à äîáàâî÷íûõ ñëàãàåìûõ âèäà Ũ (õàðàêòåðèçóþùèõ ÷ðåçâû÷àéíóþ
æåñòêîñòü ñâÿçåé) íå ââîäèòü. Òàêîé ñïîñîá äåéñòâèé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà, íå èíòåðåñóÿñü ñèëàìè ðåàêöèè ñâÿçè.

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ýòîé çàäà÷å ñâÿçàí ñ òàê íàçûâàåìûì ïðèíöèïîì âèð-
òóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé Äàëàìáåðà. Â íàøåé çàäà÷å ñèëà ðåàêöèè ñâÿçè R îáëàäàåò
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ðàáîòà ýòîé ñèëû ïðè ëþáîì ìàëîì ñìåùåíèè ìàÿòíèêà δr, íå
íàðóøàþùåì óñëîâèå (1), ðàâíà íóëþ6. Äåéñòâèòåëüíî, ñìåùåíèå δr íàïðàâëåíî ïî
êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè r = l(t) = const, à ñèëà ðåàêöèè ñâÿçè R íàïðàâëåíà
âäîëü r, ïîýòîìó

R δr = 0 . (12.7)

Â íüþòîíîâîé ìåõàíèêå äâèæåíèå ãðóçèêà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
mr̈ = mg + R , (12.8)

êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ óñëîâèåì (1) ïîçâîëÿåò íàéòè êàê çàêîí äâèæåíèÿ r(t), òàê è
ñèëó R(t). Íàéòè æå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàòû ϕ ìîæíî, ïîäñòàâèâ R èç
óðàâíåíèÿ (8) â óðàâíåíèå (7),

(mr̈−mg) δr = 0 , (12.9)

è ó÷òÿ óñëîâèå ñâÿçè (1). Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå òàêèì
îáðàçîì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàòû ϕ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (5).

Ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå äàëåå, ÷òî òåëà, äâèæå-
íèå êîòîðûõ ìû èññëåäóåì, ñîñòîÿò èç �ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê�, âçàèìîäåéñòâóþùèõ
äðóã ñ äðóãîì. Íàïðèìåð, ïîä àáñîëþòíî òâåðäûì òåëîì ìû ïîíèìàåì ñîâîêóïíîñòü
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ïîäîá-
íûì æå îáðàçîì äâèæåíèå ñèñòåìû N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíî
âîçäåéñòâèåì êàêèõ-ëèáî ñòåðæíåé, ïîâåðõíîñòåé è ò. ï. Åñëè âñå ýòè îãðàíè÷åíèÿ
âûðàæàþòñÿ óñëîâèÿìè

Fα(r1, ..., rN , t) = 0, α = 1, ..., n, (12.10)

òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ñèñòåìó íàëîæåíû n ãîëîíîìíûõ ñâÿçåé. Ñëîâîì �ãîëîíîìíûå�
îòìå÷àåòñÿ, ÷òî â (10) íå âõîäÿò ñêîðîñòè. Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ
(10) âûïîëíÿþòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî íà ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ïîìèìî ïðî÷èõ äåéñòâóþò
ñèëû ðåàêöèè ñâÿçåé. Ñâÿçè íàçûâàþòñÿ èäåàëüíûìè, åñëè ïðè ëþáûõ ñìåùåíèÿõ
òî÷åê, íå íàðóøàþùåì óñëîâèÿ (10), ñóììàðíàÿ ðàáîòà âñåõ ñèë ðåàêöèè ðàâíà íóëþ.
Íàïîìíèì, ÷òî ðå÷ü èäåò íå î ñìåùåíèÿõ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ, à î ñìåùåíèÿõ, íå
íàðóøàþùèõ óñëîâèÿ (1), ðàññìàòðèâàåìûå ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè âðåìåíè.

Ïðèìåð ñ ìàÿòíèêîì ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñèñòåìû ñ èäåàëüíûìè ãîëîíîìíûìè
ñâÿçÿìè ìîæíî ñðàçó æå âûáðàòü îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ñ ó÷åòîì ñâÿçåé è òîëüêî
÷åðåç íèõ âûðàçèòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Ïðè ýòîì ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó î äâèæå-
íèè ñèñòåìû, èñêëþ÷èâ âîïðîñ î ñèëàõ ðåàêöèè ñâÿçåé. Âûãîäó òàêîãî ïîäõîäà ïðè
ðåøåíèè ñëîæíûõ çàäà÷ òðóäíî ïåðåîöåíèòü. Áîëåå ïîäðîáíî ãîëîíîìíûå è íåãîëî-
íîìíûå ñâÿçè ðàññìîòðåíû â Äîïîëíåíèè B.

6Ïîäðàçóìåâàåòñÿ íå ñìåùåíèå ïðè èñòèííîì äâèæåíèè ìàÿòíèêà, à ñìåùåíèå, íå íàðóøàþùåå
óñëîâèå (1) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t, ò. å. ïðè l(t) = const.
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Çàäà÷è
12.1. Íàéòè ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèþ äëÿ ñèñòåìû,

èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 17. Áðóñîê ìàññû M ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ òîëüêî âäîëü
ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, ãðóçèê ìàññû m ìîæåò êîëåáàòüñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñ-
êîñòè íà ñòåðæíå äëèíû l. Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò âûáðàòü äåêàðòîâó

M

ϕ l

m

X ϕ

m

r

M

Ðèñ. 17. Ê çàäà÷å 12.1 Ðèñ. 18. Ê çàäà÷å 12.2

êîîðäèíàòó X äëÿ áðóñêà è óãîë ϕ îòêëîíåíèÿ ñòåðæíÿ îò âåðòèêàëè.
12.2. Äâå ÷àñòèöû ìàññû M è m ñâÿçàíû íèòüþ äëèíû l, ïðè÷åì ÷àñòèöà ìàññû

M äâèæåòñÿ ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, à ÷àñòèöà ìàññû m êîëåáëåòñÿ
ïî âåðòèêàëè â ïîëå òÿæåñòè (ðèñ. 18). Íàéòè ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû. Ðàññìîò-
ðåòü ñëó÷àé, êîãäà ÷àñòèöà ìàññû M äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè

ϕ1

ϕ2

y

x

l1

m1

l2

m2

Ðèñ. 19. Ê çàäà÷å 12.3 Ðèñ. 20. Ê çàäà÷å 12.4

(ò. å. èñïûòûâàÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ ïî ðàäèóñó). Íàéòè îòíîøåíèå ÷àñòîòû ìàëûõ ðà-
äèàëüíûõ êîëåáàíèé ê óãëîâîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ωr/ϕ̇ è èçîáðàçèòü
òðàåêòîðèþ ïðè óñëîâèè M = 3m.

12.3. Íàéòè ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèþ äëÿ ñèñòåìû,
èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 19 (äâîéíîé ïëîñêèé ìàÿòíèê).
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12.4. Òî æå äëÿ ñèñòåìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 20. Ñèñòåìà âðàùàåòñÿ â ïîëå
òÿæåñòè âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω.

� 13. Öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ýíåðãèÿ
â ëàãðàíæåâîì ïîäõîäå
Ôóíêöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé, îñòàþùèåñÿ ïîñòîÿííûìè ïðè äâè-

æåíèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Íàëè÷èå èíòå-
ãðàëîâ äâèæåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ. Òàê, íàëè÷èå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ � ýíåðãèè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ýíåð-
ãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå � ïîçâîëÿåò
ñâåñòè äàííûå çàäà÷è ê êâàäðàòóðàì.

Ñâÿçü èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñ ñèììåòðèåé çàäà÷è áóäåò ðàññìîòðåíà â ñëåäóþùåì
ïàðàãðàôå. Çäåñü æå ìû ðàçáåðåì äâà ïðîñòûõ ÷àñòíûõ ïðèìåðà. Åñëè ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà íå çàâèñèò îò êàêîé-ëèáî îáîáùåííîé êîîðäèíàòû èëè ÿâíûì îáðàçîì íå
çàâèñèò îò âðåìåíè, òî ñðàçó ìîæíî óêàçàòü ïðîñòûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò îò îáîáùåííîé êîîðäèíàòû qk (òàêóþ êîîð-
äèíàòó íàçûâàþò öèêëè÷åñêîé):

∂L

∂qk

= 0 . (13.1)

Òîãäà îáîáùåííûé èìïóëüñ pk = ∂L/∂q̇k, ñîîòâåòñòâóþùèé öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòå,
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, ÷òî ñðàçó æå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

dpk

dt
=

d

dt

∂L

∂q̇k

=
∂L

∂qk

(13.2)

è ðàâåíñòâà (1).
Íàïðèìåð, ïðè äâèæåíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (8.8) íå çàâèñèò

îò ϕ è ïîòîìó pϕ = mr2ϕ̇ sin2 θ = const.
Åùå îäèí èíòåãðàë äâèæåíèÿ ìîæíî íàéòè, åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò

ÿâíî îò âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà
ïî âðåìåíè

dL

dt
=

∑
i

(
∂L

∂qi

q̇i +
∂L

∂q̇i

dq̇i

dt

)
+

∂L

∂t

è ïåðåïèøåì åå, ñ ó÷åòîì (2), â âèäå

dL

dt
=

∑
i

(
dpi

dt
q̇i + pi

dq̇i

dt

)
+

∂L

∂t
=

d

dt

(∑
i

piq̇i

)
+

∂L

∂t
. (13.3)

Ââåäåì âåëè÷èíó
E(t) =

∑
i

piq̇i − L =
∑

i

∂L

∂q̇i

q̇i − L , (13.4a)

íàçûâàåìóþ ýíåðãèåé (ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â ïðàâîé ñòîðîíå (4a) ñòîÿò
âåëè÷èíû qi(t) è q̇i(t), ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèþ ñèñòåìû, ò. å. E åñòü ôóíêöèÿ
âðåìåíè). Â èòîãå (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

dE(t)

dt
= −∂L

∂t
. (13.5)
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Åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè
∂L

∂t
= 0,

òî E(t) = const.
Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îáû÷íî ñîäåðæèò ÷ëåíû êâàäðà-

òè÷íûå L2, ëèíåéíûå L1 è íå çàâèñÿùèå L0 îò îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé:

L = L2 + L1 + L0,

L2 =
1

2

∑

ik

aik(q)q̇iq̇k; L1 =
∑

i

bi(q)q̇i; L0 = L0(q, t). (13.6)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî äëÿ òàêîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà ýíåðãèÿ
ðàâíà

E = L2 − L0 , (13.7)

ò. å. èç ëàãðàíæèàíà êâàäðàòè÷íûå ïî ñêîðîñòÿì ñëàãàåìûå ïåðåõîäÿò â ýíåðãèþ
áåç èçìåíåíèÿ, íå çàâèñÿùèå îò ñêîðîñòåé ñëàãàåìûå èçìåíÿþò çíàê, à ëèíåéíûå ïî
ñêîðîñòÿì � âûïàäàþò.

Ýíåðãèÿ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìàëüíûì ñîîòíîøåíèåì (4a), íå âñåãäà ñîâïàäàåò ñ
ñóììîé T + U , âû÷èñëåííûõ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Ïðèìåð 1. Ëàãðàíæèàí ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå (10.4) ñîäåðæèò ñëà-
ãàåìûå L2 = 1

2
mv2, L1 = e

c
Av è L0 = −eϕ, ïîýòîìó ýíåðãèÿ

E =
1

2
mv2 + eϕ , (13.8)

ò. å. ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé.
Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê, êîòîðûé

ω

ϕ

m

l

Ðèñ. 21. Ìàÿòíèê, êîòîðûé êîëåáëåò-
ñÿ âî âðàùàþùåéñÿ ïëîñêîñòè

êîëåáëåòñÿ â ïëîñêîñòè, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã
âåðòèêàëüíîé îñè ñ çàäàííîé ïîñòîÿííîé óã-
ëîâîé ñêîðîñòüþ ω (îáîçíà÷åíèÿ íà ðèñ. 21).
Ïóñòü T� êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â èíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Â ýòîì ïðèìåðå âåëè÷è-
íà T + U íå ñîõðàíÿåòñÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà,
ðàâíàÿ L = T −U , ïîñëå ïåðåõîäà ê îáîáùåí-
íîé êîîðäèíàòå ϕ (óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà
î âåðòèêàëè âî âðàùàþùåéñÿ ïëîñêîñòè) îêà-
çûâàåòñÿ ðàâíîé

L(ϕ, ϕ̇) =
1

2
ml2(ϕ̇2 + ω2 sin2 ϕ) + mgl cos ϕ

è íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè. Ïîýòîìó ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ ñîãëàñíî (7)

E =
1

2
ml2(ϕ̇2 − ω2 sin2 ϕ)−mgl cos ϕ .

Îòìåòèì, ÷òî ñëàãàåìîå 1
2
ml2ω2 sin2 ϕ, îòâå÷àþùåå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ñâÿçàííîé

ñ âðàùåíèåì, âîøëî â âûðàæåíèå ýíåðãèè ñî çíàêîì �ìèíóñ�, ò. å. íàøà ýíåðãèÿ íå
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ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé T + U â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà. Ìû óâèäèì äàëåå (ñì. � 17.2), ÷òî E � ýòî ýíåðãèÿ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå
êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì åùå âîïðîñ î íåîäíîçíà÷íîñòè ýíåðãèè, ñâÿçàííûé ñ íåîäíîçíà÷íî-
ñòüþ âûáîðà ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Ïóñòü ôóíêöèè Ëàãðàíæà L è L′, ðàçëè÷àþùèåñÿ
íà ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F (q, t):

L′(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
dF (q, t)

dt
.

Ìû îòìå÷àëè â � 10, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñîâïàäàþò. Îäíàêî
ëàãðàíæåâû ýíåðãèè E, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (4a), è

E ′(t) =
∑

i

∂L′

∂q̇i

q̇i − L′ , (13.4b)

îêàçûâàþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûìè:

E ′(t) = E(t)− ∂F (q, t)

∂t
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ýíåðãèÿ E ñîõðàíÿåòñÿ, òî E ′ ìîæåò îêàçàòüñÿ çàâèñÿùåé îò âðå-
ìåíè.

Äîïîëíèòåëüíûå îáñóæäåíèÿ çàòðîíóòûõ çäåñü âîïðîñîâ ìîæíî íàéòè â � 17, 18
è â [3, çàäà÷è 4.13à, 4.15, 4.16].

� 14. Ñèììåòðèÿ è èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Òåîðåìà
Í¼òåð
Óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíîå ïðîÿâëåíèå

îáùåãî ñâîéñòâà ìåõàíè÷åñêèõ (è íå òîëüêî ìåõàíè÷åñêèõ!) ñèñòåì � íàëè÷èå èíòå-
ãðàëà äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäåëåííîé ñèììåòðèè ñèñòåìû. Ïîÿñíèì
ýòî íà äâóõ ðàíåå ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ.

14.1. Ïðèìåðû
Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå

U(r). Â ýòîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M. Íàëè÷èå ýòîãî èí-
òåãðàëà äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìû. Â ñàìîì äåëå, â öåíòðàëüíîì ïîëå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (8.8a) íå èçìåíÿåòñÿ
ïðè ïîâîðîòå âîêðóã îñè z, ò. å. ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ϕ → ϕ + ε, ãäå ε � ïðîèçâîëü-
íûé óãîë ïîâîðîòà. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå îáîáùåííîãî èìïóëüñà
pϕ = Mz. Äàëåå, â öåíòðàëüíîì ïîëå íàïðàâëåíèå îñè z ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëü-
íî, ÷òî è ïðèâîäèò ê ñîõðàíåíèþ âåêòîðà M.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì ïîòåí-
öèàëüíîì ïîëå U(r). Â ýòîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ E = 1

2
mṙ2 + U(r). Íàëè-

÷èå ýòîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
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L(r, ṙ, t) = 1
2
mṙ2 − U(r) íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ò. å. íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâà-

íèè t → t + ε, ãäå ε � ïðîèçâîëüíûé ñäâèã ïî âðåìåíè.
Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷à-

ñòèöû â ïîëå áåñêîíå÷íîé ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé âèíòîâîé ëèíèè ñ øàãîì h. Âûáå-
ðåì îñü z âäîëü îñè âèíòîâîé ëèíèè. Äàííàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò âèíòîâîé ñèììåòðèåé
� åå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ

ϕ → ϕ + ε , z → z +
h

2π
ε ,

ãäå ε � ïðîèçâîëüíûé óãîë ïîâîðîòà âîêðóã îñè z. Åñëè ïàðàìåòð ε ìàë, òî èç óêà-
çàííîé ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî

δL =
∂L

∂ϕ
ε +

∂L

∂z

h

2π
ε = 0 . (14.1)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà â ôîðìå (13.2):
∂L

∂ϕ
=

d

dt

∂L

∂ϕ̇
=

dpϕ

dt
,

∂L

∂z
=

d

dt

∂L

∂ż
=

dpz

dt
,

ïîëó÷èì èç (1)
d

dt

(
pϕ +

h

2π
pz

)
= 0 ,

ò. å. â ðàññìàòðèâàåìîì ïîëå ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ (íà-
ïîìíèì, ÷òî pϕ = Mz)

Mz +
h

2π
pz = const . (14.2)

Â ýòîì ïðèìåðå îòäåëüíî Mz è pz íå ñîõðàíÿþòñÿ, íî ñîõðàíÿåòñÿ èõ êîìáèíàöèÿ
(2).

14.2. Îáîáùåíèå
Òåïåðü óæå íå òðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå èçìåíÿåòñÿ â ðå-

çóëüòàòå íåêîòîðîãî ñîâìåñòíîãî ñäâèãà ïî âðåìåíè è êîîðäèíàòàì, òî ñîõðàíÿåòñÿ
êàêàÿ-òî îïðåäåëåííàÿ êîìáèíàöèÿ èç ýíåðãèè è îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ, õîòÿ ïî îò-
äåëüíîñòè îáîáùåííûå èìïóëüñû èëè ýíåðãèÿ ìîãóò è íå ñîõðàíÿòüñÿ. Èìåííî, ïóñòü
áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå âðåìåíè è êîîðäèíàò èìååò âèä

t → t + εct , qi → qi + εci , i = 1, 2, . . . , s , (14.3)

ãäå ε � áåñêîíå÷íî ìàëûé ïàðàìåòð, à ct è ci � íåêèå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, è ïóñòü
ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû íå èçìåíÿåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ
äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà ε âêëþ÷èòåëüíî):

δL = ε

(
∂L

∂t
ct +

s∑
i=1

∂L

∂qi

ci

)
= 0 . (14.4)

Òîãäà âåëè÷èíà

Ect −
s∑

i=1

pici = const , (14.5)
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ò. å. ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîäñòàâèì â (4) ñîîòíîøå-
íèÿ (13.2), (13.5) è íåìåäëåííî ïîëó÷èì

d

dt

(
−Ect +

s∑
i=1

pici

)
= 0 ,

îòêóäà ñëåäóåò ñîõðàíåíèå âåëè÷èíû (5).

14.3. Òåîðåìà Í¼òåð
Äî ñèõ ïîð ìû îãðàíè÷èâàëèñü èíâàðèàíòíîñòüþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèÿ (3), â êîòîðûõ ct è ci � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî
ïîëó÷èòü è áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, êîãäà â ïðåîáðàçîâàíèè (3) âìåñòî ïîñòîÿííûõ
ct è ci áóäóò ôèãóðèðîâàòü ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè. Òîëüêî â
ýòîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå íåèçìåííîñòè ïðåäúÿâëÿåòñÿ íå ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà, à ê
äåéñòâèþ. Òàêèì îáîáùåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ýììû Í¼òåð.

Ïóñòü áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå âðåìåíè è êîîðäèíàò èìååò âèä

t → t′ = t + εh(q, t) , qi → q′i = qi + εfi(q, t) , i = 1, 2, . . . , s , (14.6)

ãäå ε � áåñêîíå÷íî ìàëûé ïàðàìåòð, è ïóñòü ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè âèä äåéñòâèÿ
íå ìåíÿåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà ε âêëþ÷èòåëüíî)7

t2∫

t1

L

(
q,

dq

dt
, t

)
dt =

t′2∫

t′1

L

(
q′,

dq′

dt′
, t′

)
dt′ . (14.7)

Òîãäà âåëè÷èíà

Eh−
s∑

i=1

pifi = const , (14.8)

ò. å. ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò
äàíî â � 39.3.

Ïîëó÷åííûì ñîîòíîøåíèÿì ìîæíî ïðèäàòü åùå è òàêîé, èíîãäà áîëåå óäîáíûé â
ïðèëîæåíèÿõ, âèä. Îáîçíà÷èì

εh(q, t) = δt, εfi(q, t) = δqi.

Ïóñòü ïðè ïðåîáðàçîâàíèè

t → t + δt, qi → qi + δqi , i = 1, 2, . . . , s (14.9)

äåéñòâèå íå èçìåíÿåò ñâîåãî âèäà â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå. Òîãäà âåëè÷èíà

Eδt−
s∑

i=1

piδqi = const . (14.10)

7Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â ëåâîé è ïðàâîé ñòîðîíàõ ðàâåíñòâà (7) ñòîèò îäíà è òà æå ôóíêöèÿ L, íî
îò ðàçíûõ àðãóìåíòîâ.

49



Òåîðåìà Í¼òåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, â ñóùíîñòè, åäèíûé âûâîä ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ ïðè íàëè÷èè îïðåäåëåííîé ñèììåòðèè ñèñòåìû. Âàæíîñòü åå âîçðàñòàåò
â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîäîáíàÿ æå òåîðåìà èìååò ìåñòî è â òåîðèè ïîëÿ (ñì. [7, 8]).

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Í¼òåð ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû â
ïîëå äèïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ðàâíà

L(r,v) =
1

2
mv2 − U(r), U(r) =

ar

r3
, a = const . (14.11)

Ýòà ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÿâíûì îáðàçîì íå çàâèñèò îò âðåìåíè è íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
ïîâîðîòå âîêðóã âåêòîðà a, ïîýòîìó ïðè äâèæåíèè â ýòîì ïîëå ñîõðàíÿþòñÿ ýíåðãèÿ
E = 1

2
mv2 + U(r) è ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà íà íàïðàâëåíèå äèïîëÿ m[r,v]a.

Îäíàêî ýòà ñèñòåìà îáëàäàåò åùå è äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèåé.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëàãðàíæèàíà (11) ñîîòíîøåíèå (7) âûïîëíÿåòñÿ ïðè

ïðåîáðàçîâàíèè ïîäîáèÿ
r → r′ = λr, t → t′ = λ2t , (14.12)

ãäå λ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òàê êàê

L

(
r′,

dr′

dt′

)
= L

(
λr,

v

λ

)
= L(r,v)

1

λ2
= L(r,v)

dt

dt′
.

Òåîðåìà Í¼òåð ïîçâîëÿåò íàéòè åùå îäèí èíòåãðàë äâèæåíèÿ, ñâÿçàííûé ñ ñèììåò-
ðèåé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ. Â êà÷åñòâå λ âîçüìåì λ = 1 + ε, òîãäà

δr = εr, δt = 2εt

è èç (10) ñëåäóåò
2Et−mvr = const . (14.13)

Èñïîëüçóÿ ýòîò èíòåãðàë äâèæåíèÿ, ëåãêî íàéòè çàâèñèìîñòü r(t):

r2(t) =
2E

m
(t− τ)2 + B ,

ãäå τ è B � ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
Ïðè ïîëó÷åíèè èíòåãðàëà äâèæåíèÿ (13) ñóùåñòâåííûì áûë íå êîíêðåòíûé âèä

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (11), à ëèøü òîò ôàêò, ÷òî U(λr) = U(r)/λ2. Ïîýòîìó òîò
æå ñàìûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ (13) èìååò ìåñòî è äëÿ ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå
U(r) = β/r2, è ïðè äâèæåíèè â ïîëå ìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ (ñì. [3, çàäà÷à 4.20]) è
ò. ä.

Íàäî ñîçíàòüñÿ, ÷òî ïðèâåäåííàÿ çäåñü ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Í¼òåð ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé âàðèàíò, àäàïòèðîâàííûé äëÿ çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Îðèãèíàëüíàÿ
òåîðåìà Í¼òåð îòíîñèòñÿ ê íåïðåðûâíûì ñèñòåìàì. Ñëåäóåò òàêæå óïîìÿíóòü, ÷òî
ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, îáëàäàþùèå òîé èëè èíîé ñèììåòðèåé, ñêîðåå ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé èñêëþ÷åíèå, ÷åì ïðàâèëî. Â ýòîì ñìûñëå óñòàíîâëåíèå ôàêòà ñèììåòðèè
ÿâëÿåòñÿ íåðåäêî äîñòàòî÷íî ñëîæíîé è òâîð÷åñêîé çàäà÷åé. Íàïðîòèâ, îòûñêàíèå
èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð ïîñëå óñòàíîâëåíèå ñèììåòðèè ñè-
ñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé. Ðÿä òàêèõ ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûõ
ïðèìåðîâ ðàññìîòðåí â [1, � 48].

Â çàêëþ÷åíèå íàïîìíèì, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïîëíîé ïðî-
èçâîäíîé îò ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà íå èçìåíÿþòñÿ.
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Â ñâÿçè ñ ýòèì ñïðàâåäëèâà íåñêîëüêî áîëåå îáùàÿ òåîðåìà: åñëè ïðè ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ (6) âèä ôóíêöèè Ëàãðàíæà èçìåíÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ
îò ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè

t2∫

t1

L

(
q,

dq

dt
, t

)
dt =

t′2∫

t′1

[
L

(
q′,

dq′

dt′
, t′

)
+ ε

dF (q′, t′)
dt′

]
dt′ , (15.7a)

òî èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

Eh−
s∑

i=1

pifi − F = const . (15.8a)

Çàäà÷è
14.1. Íàéòè èíòåãðàëû äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â ïîëå áåãóùåé

âîëíû U(r, t) = U(r−Vt), ãäå V � ïîñòîÿííûé âåêòîð.
14.2. Íàéòè èíòåãðàëû äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû â îäíîðîäíîì ïîñòîÿííîì ìàãíèò-

íîì ïîëå B, åñëè âåêòîðíûé ïîòåíöèàë çàäàí â âèäå:
à) Ax = Az = 0, Ay = xB,
á) A = 1

2
[B, r].

� 15. Ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ÷àñòèö
Òåîðåìà Í¼òåð äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, åñëè èíâàðèàíò-

íîñòü ôóíêöèè Ëàãðàíæà (â áîëåå îáùåì ñëó÷àå � äåéñòâèÿ) îòíîñèòåëüíî êàêîãî-
ëèáî ñåìåéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé óæå íàéäåíà, íî â íåé íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î òîì, êàê
òàêîãî ðîäà èíâàðèàíòíîñòü ìîæíî íàõîäèòü. Â ðÿäå ñëó÷àåâ òàêàÿ èíâàðèàíòíîñòü
îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé ñ î÷åíü îáùèìè ïðåäïîëîæåíèÿìè î ñâîéñòâàõ ðåàëüíîãî ìè-
ðà.

Èç êóðñà îáùåé ôèçèêè èçâåñòíû çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî èìïóëüñà, ìîìåíòà
èìïóëüñà è ýíåðãèè çàìêíóòîé ñèñòåìû ÷àñòèö. Èõ äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà âòî-
ðîì è òðåòüåì çàêîíàõ Íüþòîíà è ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèëû ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ÷àñòèöàìè çàâèñÿò ëèøü îò ðàçíîñòè èõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ.

Â ëàãðàíæåâîì ïîäõîäå òåîðåìà Í¼òåð äàåò âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ñâÿçü ýòèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ñ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè ïðîñòðàíñòâà è âðå-
ìåíè, òàêèìè êàê îäíîðîäíîñòü è èçîòðîïèÿ ïðîñòðàíñòâà è îäíîðîäíîñòü âðåìåíè.

Ïðåäïîëîæåíèå îá îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå çàìêíó-
òîé ñèñòåìû N ÷àñòèö èç äàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ìå-
ñòå ïðîñòðàíñòâà íàõîäèòñÿ äàííàÿ ñèñòåìà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
ñèñòåìû L(r1, . . . , rN ,v1, . . . ,vN , t) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåíîñå âñåõ ÷àñòèö ñèñòåìû
íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó ε, ò. å. ïðè ïðåîáðàçîâàíèè

ra → ra + ε, t → t . (15.1)

Ïðè ýòîì
δra = ε, δt = 0,
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è èç (14.10) ñëåäóåò (∑
a

pa

)
ε = const ,

à èç ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà ε ïîëó÷àåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî èìïóëüñà çàìêíó-
òîé ñèñòåìû ÷àñòèö:

N∑
a=1

pa = const . (15.2)

Àíàëîãè÷íî, ïðåäïîëîæåíèå îá èçîòðîïèè ïðîñòðàíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî îòíîñè-
òåëüíîå äâèæåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû ÷àñòèö íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîì ïîâîðîòå ýòîé
ñèñòåìû êàê öåëîãî â ïðîñòðàíñòâå, à ïîòîìó ïðè òàêîì ïîâîðîòå ôóíêöèÿ Ëàãðàí-
æà íå èçìåíèòñÿ. Ïîâåðíåì ñèñòåìó íà óãîë ε âîêðóã ïðîèçâîëüíîé îñè, çàäàííîé
åäèíè÷íûì âåêòîðîì n. Ïðè ýòîì

ra → ra + δra, δra = ε[n, ra], δt = 0 , (15.3)

è èç (14.10) ñëåäóåò ∑
a

paδra = ε
∑

a

pa[n, ra] = const ,

èëè
εn

∑
a

[ra,pa] = const .

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè íàïðàâëåíèÿ n ïîëó÷àåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî
ìîìåíòà èìïóëüñà çàìêíóòîé ñèñòåìû ÷àñòèö:

M =
N∑

a=1

[ra,pa] = const . (15.4)

Íàêîíåö, îäíîðîäíîñòü âðåìåíè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äâèæåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû
÷àñòèö íå çàâèñèò îò òîãî, ñ êàêîãî ìîìåíòà âðåìåíè íà÷íåòñÿ ýòî äâèæåíèå (ïðè
óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû êàæäûé ðàç âûáèðàåòñÿ îäèíàêîâûì).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè

ra → ra, t → t + ε . (15.5)

Ïðè ýòîì
δra = 0, δt = ε ,

è èç (14.10) ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè çàìêíóòîé ñèñòåìû ÷àñòèö:

E =
N∑

a=1

pava − L =
3N∑
i=1

piq̇i − L = const . (15.6)

Îñîáóþ öåííîñòü ëàãðàíæåâó ïîäõîäó ïðèäàåò åùå è òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî àíà-
ëîãè÷íûå âûâîäû ìîæíî ïðîâåñòè è â òåîðèè ïîëÿ ïðè îïèñàíèè ñèñòåì ñ áåñêî-
íå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â òåîðèè ïîëÿ âíà÷àëå ñòðîÿòñÿ ëàãðàíæèàíû,
ïîä÷èíåííûå òðåáîâàíèÿì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ è ïîâîðîòîâ è íåçà-
âèñÿùèå îò âðåìåíè. Òàêîé âûáîð íå òîëüêî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ýíåðãèþ, èìïóëüñ
è ìîìåíò èìïóëüñà ïîëÿ, íî, ôàêòè÷åñêè äàòü èõ îïðåäåëåíèÿ.

Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿì Ãàëèëåÿ è Ëîðåíöà, îáñóæ-
äàþòñÿ â [2, � 14; 3, çàäà÷à 4.14].
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� 16. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ
Ïóñòü îñè ñèñòåìû îòñ÷¼òà K ′(x′, y′, z′) ïàðàëëåëüíû îñÿì èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû

K(x, y, z) (êîòîðóþ ìû ñ÷èòàåì íåïîäâèæíîé), à íà÷àëî îòñ÷¼òà ñèñòåìû K ′ äâèæåò-
ñÿ: RO′ = R(t) (ðèñ. 22). Êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû K ′ ââîäÿòñÿ

O

O′

R

r′

r

x

x′

y′y

Ðèñ. 22. Äâå ñèñòåìû îòñ÷åòà � íåïîäâèæíàÿ K(x, y, z) è äâèæóùàÿñÿ ïîñòóïàòåëüíî
K ′(x′, y′, z′)

ñîîòíîøåíèåì r = R(t) + r′. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè âûáåðåì R(0) = 0.
Åñëè ñêîðîñòü V = Ṙ ïîñòîÿííà, òî ñèñòåìà K ′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíåðöèàëüíîé, à

êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ÷àñòèöû èçìåíÿþòñÿ ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèÿì Ãàëèëåÿ:

r = r′ + Vt′ , t = t′ , v = v′ + V . (16.1)

Ïóñòü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû â ñèñòåìå K ðàâíà

L(r,v) =
1

2
mv2 − U(r) , (16.2)

òîãäà îáîáùåííûé èìïóëüñ è ýíåðãèÿ ýòîé ÷àñòèöû òàêîâû:

p =
∂L

∂v
= mv , E = pv − L =

1

2
mv2 + U(r) . (16.3)

Ïðè ïåðåõîäå ê ñèñòåìå K ′ ìîæíî ïðåäëîæèòü äâà ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà ïîëó÷å-
íèÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ýòîò ïåðåõîä ïðîñòî êàê
çàìåíó ïåðåìåííûõ (1), â ýòîì ñëó÷àå íîâàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ðàâíà

L′1(r
′,v′, t) = L(r,v) =

1

2
m (v′)2 −mv′V +

1

2
mV2 − U(r′ + Vt′) . (16.4)

Äëÿ îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ è ýíåðãèé â ýòèõ äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ïîëó÷àåì ñîîò-
íîøåíèÿ:

p′1 =
∂L′1
∂v′

= m (v′ + V) = p ; (16.5a)

E ′
1 = p′v′ − L′1 =

1

2
m (v′)2

+ U − 1

2
mV2 = E −Vp . (16.5b)
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Âî-âòîðûõ, ìîæíî ó÷åñòü, ÷òî K ′ � èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà è âûáðàòü ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà â âèäå ðàçíîñòè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé â ñèñòåìå K ′:

L′2(r
′,v′, t) =

1

2
m (v′)2 − U(r′ + Vt′) . (16.6)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L′2 îòëè÷àåòñÿ îò L′1 íà ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ôóíê-
öèè

F (r′, t) = −mr′V +
1

2
mV2 t

è ïðèâîäèò ê òåì æå óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà, ÷òî è ôóíêöèÿ L′1(r
′,v′, t) (ñì. � 13).

Îäíàêî çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ è ýíåðãèé èìåþò äðóãîé âèä,
÷åì â (4):

p′2 =
∂L′2
∂v′

= mv′ = p−mV , (16.7a)

E ′
2 =

1

2
m (v′)2

+ U = E −Vp +
1

2
mV2 . (16.7b)

Äâà âûðàæåíèÿ ýíåðãèè E ′
1 è E ′

2 îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ.
Ìû óæå îòìå÷àëè â � 13, ÷òî ýíåðãèè E è E ′ ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ çàâèñè-

ìîñòü îò âðåìåíè. Ðàññìîòðåííûé ïåðåõîä îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà
ê äðóãîé ïîçâîëÿåò ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòî óòâåðæäåíèå, èñïîëüçóÿ ïðîñòîé ïîó÷è-
òåëüíûé ïðèìåð � äâèæåíèå øàðèêà âíóòðè ÿùèêà ñ àáñîëþòíî óïðóãèìè ñòåíêàìè.
Ïóñòü ÿùèê ïîêîèòñÿ â ñèñòåìå K, òîãäà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ øàðèêà èçìåíÿåòñÿ ïðè
ñîóäàðåíèÿõ ñî ñòåíêàìè ÿùèêà òîëüêî ïî íàïðàâëåíèþ, íî íå ïî âåëè÷èíå, è ýíåð-
ãèÿ E ñîõðàíÿåòñÿ. Íî â ñèñòåìå K ′ ñêîðîñòü øàðèêà ïðè ñîóäàðåíèÿõ ñ äâèæóùåéñÿ
ñòåíêîé èçìåíÿåòñÿ íå òîëüêî ïî íàïðàâëåíèþ, íî è ïî âåëè÷èíå, ïîýòîìó ýíåðãèÿ
E ′, îïðåäåë¼ííàÿ èëè ñîîòíîøåíèåì (5b) èëè ñîîòíîøåíèåì (7b), íå ñîõðàíÿåòñÿ.

� 17. Íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà
Íåðåäêî áûâàåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìû îòñ÷¼òà, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ òåëàìè,

äâèæóùèìèñÿ ñ óñêîðåíèåì â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, � íåèíåðöèàëüíûå ñè-
ñòåìû îòñ÷¼òà. Ïåðåõîä ê êîîðäèíàòàì, îòñ÷èòûâàåìûì îòíîñèòåëüíî òàêèõ òåë,
ñâîäèòñÿ ïðîñòî ê çàìåíå êîîðäèíàò â ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Íåèíåðöèàëüíûìè ÿâëÿ-
þòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ñâÿçàííûå ñ Çåìë¼é.

17.1. Ñèñòåìà îòñ÷¼òà, äâèæóùàÿñÿ ïîñòóïàòåëüíî
Åñëè ñêîðîñòü V(t) = Ṙ(t) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, òî ñèñòåìà K ′ (ðèñ. 22) óæå íå

ÿâëÿåòñÿ èíåðöèàëüíîé. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå K ′ âûáèðàåì
ðàâíîé (16.2)

L′(r′, ṙ′, t) =
m

2
(ṙ′ + V(t))

2 − U(R(t) + r′) , (17.1)

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñèñòåìå K ′ òàêîâû

mr̈′ = −∂U

∂r′
−mW , (17.2)
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ãäå W = V̇(t) � óñêîðåíèå ñèñòåìû K ′. Èçìåíåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè ïåðå-
õîäå ê ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′ ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ê ñèëå, äåéñòâóþùåé íà ÷àñòèöó,
äîáàâëÿåòñÿ ñèëà èíåðöèè 8, ðàâíàÿ (−mW).

Íà êîñìè÷åñêîé ñòàíöèè äåéñòâóþùàÿ íà êîñìîíàâòà ñèëà èíåðöèè, îáóñëîâëåí-
íàÿ óñêîðåííûì äâèæåíèåì ñòàíöèè â ïîëå òÿæåñòè Çåìëè, êàê ðàç êîìïåíñèðóåò
äåéñòâóþùóþ íà êîñìîíàâòà ñèëó òÿæåñòè � âîçíèêàåò íåâåñîìîñòü.

Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, íà÷àëî êîòîðîé ñâÿçàíî ñ öåíòðîì Çåìëè, à îñè îðèåíòèðîâàíû
ïî çâ¼çäàì, ñèëû, ñ êîòîðûìè äåéñòâóþò Ñîëíöå è Ëóíà, ñêîìïåíñèðîâàíû ñèëàìè
èíåðöèè äëÿ òåõ ÷àñòèö, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â öåíòðå Çåìëè. Äëÿ ÷àñòèö, íàõîäÿ-
ùèõñÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ïîëíîé êîìïåíñàöèè íåò. Íåñêîìïåíñèðîâàííàÿ ÷àñòü
ñîñòàâëÿåò ïðèëèâíûå ñèëû.

17.2. Âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà
Ïóñòü ñèñòåìà îòñ÷¼òà K ′(x′, y′, z′) âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω = Ω(t) îò-

íîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû K(x, y, z) è òî÷êà x′ = y′ = z′ = 0 ñîâïàäàåò ñ
òî÷êîé x = y = z = 0. ßñíî, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð r, çàäàþùèé ïîëîæåíèå ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè â ñèñòåìå K, ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì r′, îïðåäåëÿþùèì ïîëîæåíèå
ýòîé æå òî÷êè â ñèñòåìå K ′, õîòÿ êîìïîíåíòû ýòèõ âåêòîðîâ x, y, z è x′, y′, z′, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàþò.

Åñëè ÷àñòèöà íåïîäâèæíà â ñèñòåìå K ′, òî â ñèñòåìå K å¼ ñêîðîñòü

v = [Ω, r] = [Ω, r′]

(ñð. (15.3)). Åñëè æå è â ñèñòåìå K ′ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v′, òî, äîáàâëÿÿ
ýòó ñêîðîñòü ê [Ω, r′], èìååì îêîí÷àòåëüíî

r = r′, v = v′ + [Ω, r′] . (17.3)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L′(r′,v′, t) äëÿ ÷àñòèöû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå ïîëó÷àåòñÿ
èç ôóíêöèè Ëàãðàíæà (16.2) çàìåíîé ïåðåìåííûõ (3):

L′(r′,v′, t) =
1

2
m (v′)2

+ mv′ [Ω, r′] +
1

2
m [Ω, r′]2 − U(r′) . (17.4)

Îòñþäà ïîëó÷àåì îáîáù¼ííûé èìïóëüñ è ìîìåíò èìïóëüñà:

p′ =
∂L′

∂v′
= m (v′ + [Ω, r′]) , M′ = r′ × p′ . (17.5)

Ó÷èòûâàÿ (3) è (5), íàõîäèì ñâÿçü p′ è M′ ñ àíàëîãè÷íûìè âåëè÷èíàìè â ñèñòåìå K:

p′ = p , M′ = M . (17.6)

Äëÿ ýíåðãèè E ′ â ñèñòåìå K ′ èìååì

E ′ = p′v′ − L′ =
1

2
m (v′)2

+ U(r′)− 1

2
m [Ω, r′]2 . (17.7)

8Â ðàìêàõ íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè ñèëû èíåðöèè îòëè÷àþòñÿ îò äðóãèõ ñèë òåì, ÷òî âîçíèêà-
þò íå â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ òåë, à �ñàìè ïî ñåáå� (ïðè ïåðåõîäå ê íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà). Ïîýòîìó ê íèì íå óäàåòñÿ ïðèìåíèòü òðåòèé çàêîí Íüþòîíà (�äåéñòâèå ðàâíî ïðîòèâî-
äåéñòâèþ�). Îäíàêî ýòî íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà ðåøåíèè çàäà÷è î äâèæåíèè òåë.
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Â E ′ ïîìèìî êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé ñîäåðæèòñÿ ñëàãàåìîå

−1

2
m [Ω, r′]2,

íàçûâàåìîå öåíòðîáåæíîé ýíåðãèåé. Ñâÿçü E ′ ñ ýíåðãèåé E â ñèñòåìå K íàéä¼ì,
èñïîëüçóÿ (3) è (5):

E = pv − L = p′(v′ + [Ω, r′])− L′ = E ′ + ΩM′ . (17.8)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå � ýòî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ
íîâûõ êîîðäèíàò

d

dt

∂L′

∂v′
=

∂L′

∂r′
.

Ýòè óðàâíåíèÿ ïîñëå ïðîñòîé ïåðåãðóïïèðîâêè èìåþò âèä

m
dv′

dt
= −∂U

∂r′
+ 2m[v′,Ω] + m[r′, Ω̇] + m[Ω, [r′,Ω]] . (17.9)

Ïîìèìî îáû÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ñèëû −∂U/∂r′ â ïðàâîé ñòîðîíå ýòîãî óðàâíåíèÿ
ñîäåðæàòñÿ ñëàãàåìûå � ñèëû èíåðöèè, îáÿçàííûå ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì íåèíåð-
öèàëüíîñòè ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ýòî êîðèîëèñîâà ñèëà

2m[v′,Ω] ,

öåíòðîáåæíàÿ ñèëà èíåðöèè
m[Ω, [r′,Ω]]

è ñèëà èíåðöèè
m [r′, Ω̇] ,

îáóñëîâëåííàÿ íåðàâíîìåðíîñòüþ âðàùåíèÿ.
Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Çåìë¼é, ñèëû èíåðöèè ïðîÿâëÿþòñÿ â êðóïíîì

ìàñøòàáå â îòêëîíåíèè íàïðàâëåíèÿ âåòðà (â ñåâåðíîì ïîëóøàðèè âïðàâî, â þæíîì
� âëåâî), ìîðñêèõ òå÷åíèé, òå÷åíèÿ áîëüøèõ ðåê.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà çàäà÷è 9.22 è 9.25 èç [3], â êîòîðûõ ïåðåõîä ê âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìå îòñ÷åòà îêàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì.

17.3. Òåîðåìà Ëàðìîðà
Ïåðåõîä êî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâåí â ñëåäó-

þùåé çàäà÷å. Ðàññìîòðèì ôèíèòíîå äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì
ïîëå U(r). Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî èìååòñÿ îäíîðîäíîå ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå B.
Êàê áóäåò âûãëÿäåòü äâèæåíèå ÷àñòèöû â ýòîì ñëó÷àå? Åñëè ìàãíèòíîå ïîëå ìàëî,
íåòðóäíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî îáùèé ðåçóëüòàò, èçâåñòíûé ïîä íàçâàíèåì òåîðåìû
Ëàðìîðà.

Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è L â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà K:

L =
1

2
mv2 − U(r) +

e

c
vA(r), (17.10)
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ãäå e � çàðÿä ÷àñòèöû, à A(r) � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, êîòîðûé ìîæåò áûòü âûáðàí
â âèäå

A(r) =
1

2
[B, r]. (17.11)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ýòî æå äâèæåíèå â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′, êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω ïî îòíîøåíèå ê ñèñòåìå K. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó
ðàäèóñ�âåêòîðàìè r è r′ è ñêîðîñòÿìè v è v′ â ñèñòåìàõ îòñ÷åòà K è K ′ äàåòñÿ
ôîðìóëàìè (3). Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â (10), ìû ïîëó÷èì ëàãðàíæèàí íàøåé
çàäà÷è L′ â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′:

L′ =
1

2
m (v′ + [Ω, r′])2 − U(r′) +

e

2c
(v′ + [Ω, r′]) · [B, r′] .

Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

L′ = L′0 + δL′ , L′0 =
1

2
m(v′)2 − U(r′) , (17.12)

δL′ = mv′[Ω, r′] +
e

2c
v′[B, r′] +

1

2
m[Ω, r′]2 +

e

2c
[Ω, r′] · [B, r′].

Åñëè âûáðàòü äëÿ Ω çíà÷åíèå (íàçûâàåìîå ëàðìîðîâñêîé ÷àñòîòîé)

ΩL = − eB

2mc
, (17.13)

òî âåëè÷èíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ïîëþ B òî÷íî ñîêðàòÿòñÿ è δL′ îêàæåòñÿ âåëè÷èíîé
âòîðîãî ïîðÿäêà:

δL′ = − e2

8mc2
[B, r′]2 . (17.14)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè ìàãíèòíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì, òî ñëàãàåìîå δL′

ìàëî (ïðè ôèíèòíîì äâèæåíèè ÷àñòèöû!) è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêèì îáðàçîì,
äâèæåíèå ÷àñòèöû â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì
U(r′).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â êóëîíîâñêîì
ïîëå U(r) = −α/r è ìàëîì îäíîðîäíîì è ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå B ïðè ýíåð-
ãèè E < 0. Ïðè ïåðåõîäå ê ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′ îðáèòà ÷àñòèöû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáû÷íûé ýëëèïñ. À âñå âëèÿíèå ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà
K ñâîäèòñÿ ê ïðåöåññèè ýòîãî ýëëèïñà âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ B ñ ëàðìîðîâñêîé
÷àñòîòîé (13). Ïðè ýòîì è ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû òàêæå ïðåöåññèðóåò âîêðóã
íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

� 18. Ýôôåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
äëÿ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì
Óìåíüøåíèå ÷èñëà ðàññìàòðèâàåìûõ êîîðäèíàò ñ ñîõðàíåíèåì

ëàãðàíæåâîé ôîðìû óðàâíåíèé âîçìîæíî íå òîëüêî çà ñ÷åò èäåàëü-
íûõ ãîëîíîìíûõ ñâÿçåé. Ïðèâåäåì äðóãîé, ìåíåå î÷åâèäíûé ïðèìåð.
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x

Ðèñ. 23. Òðóáêà ñ æèäêîñòüþ

Äâèæåíèå ñòîëáèêà æèäêîñòè â âåðòèêàëüíîé
U -îáðàçíîé òðóáêå (ðèñ. 23) ìîæíî èññëåäîâàòü, îñ-
íîâûâàÿñü íà ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L =
1

2
mẋ2 − mgx2

l
, (18.1)

ãäå m � ìàññà, l � äëèíà ñòîëáà æèäêîñòè, x � âû-
ñîòà óðîâíÿ â îäíîì êîëåíå, îòñ÷èòàííàÿ îò ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì ìû îòâëåêàåìñÿ îò âîçìîæ-
íîñòè îòêëîíåíèÿ ôîðìû ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè îò
ïëîñêîé, îò òðåíèÿ è ò. ä.

Åùå ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàëûå êîëåáàíèÿ ãðóçè-
êà ìàññû M , ïîäâåøåííîãî íà ïðóæèíêå æåñòêîñòè k
è ìàññû m â ïîëå òÿæåñòè. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ìàññîé
ïðóæèíêè, òî ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé ãðóçèêà ω0 =

√
k/M . Ñ÷èòàÿ ïðóæèíêó îä-

íîðîäíîé, íàéäåì ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé, îáóñëîâëåííóþ ó÷åòîì ìàëîé ìàññû
ïðóæèíêè, m ¿ M . Ïðóæèíêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì
ñòåïåíåé ñâîáîäû. Îäíàêî â èíòåðåñóþùåì íàñ äâèæåíèè îíà èñïûòûâàåò òîëüêî òà-
êèå ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû çàäàíèåì âñåãî îäíîé âåëè-
÷èíû � äëèíû ïðóæèíêè. Äëÿ èçó÷åíèÿ òàêîãî äâèæåíèÿ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ
â ôóíêöèè Ëàãðàíæà îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Âûáðàâ â êà÷åñòâå êîîðäèíàòû îòêëî-
íåíèå x ãðóçèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, äîáàâèì ê �îáû÷íîé� ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L0 =
1

2

(
Mẋ2 − kx2

)

êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïðóæèíû

T =
ρ

2

l∫

0

v2(ξ)dξ .

Çäåñü ρ = m/l � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ïðóæèíêè, l(t) � åå äëèíà, v(ξ) = ẋξ/l �
ñêîðîñòü òî÷êè ïðóæèíêè, íàõîäÿùåéñÿ â äàííûé ìîìåíò íà ðàññòîÿíèè ξ îò òî÷êè
ïîäâåñà, òàê ÷òî T = mẋ2/6. Òàêèì îáðàçîì, â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ê ìàññå ãðóçèêà
äîáàâëÿåòñÿ òðåòü ìàññû ïðóæèíêè, è ÷àñòîòà êîëåáàíèé îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

ω =

√
k

M + (m/3)
≈

√
k

M

(
1− m

6M

)
. (18.2)

Â ýòèõ ïðîñòûõ ïðèìåðàõ ìû íå äîêàçûâàëè, ÷òî äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ íåáîëü-
øèì ÷èñëîì êîîðäèíàò, à ïðèíèìàëè ýòî �èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé�. Â ñóùíîñòè,
òàê æå ïîñòóïàåì ìû è â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ, ïðèíèìàÿ, íàïðèìåð, ÷òî ñâÿçè
ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè. Çäåñü áóäåò, ïîæàëóé, óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî âñå ðàññìàòðè-
âàåìûå â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îáúåêòû (íàïðèìåð, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, òâåðäîå
òåëî, èäåàëüíûå ñâÿçè è ò. ï.) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåçóëüòàò èäåàëèçàöèè, à ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü, ñîñòîÿùóþ èç êîíäåíñàòîðà

58



q
q̇

C L

Ðèñ. 24. Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð

¼ìêîñòè C è ñîëåíîèäà èíäóêòèâíîñòè L (ðèñ. 24).
Ïóñòü q(t) � çàðÿä íà âåðõíåé ïëàñòèíå êîíäåí-
ñàòîðà, òîãäà òîê â ñîëåíîèäå åñòü q̇. Ïðåíåáðåãàÿ
ïîòåðÿìè íà ñîïðîòèâëåíèå è èçëó÷åíèå, ïîëó÷àåì
â êà÷åñòâå óðàâíåíèé Êèðõãîôà óðàâíåíèå êîëåáà-
íèé êîíòóðà (â ñèñòåìå åäèíèö ÑÈ):

Lq̈ +
q

C
= 0 . (18.3)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü
êàê óðàâíåíèå Ëàãðàíæà èç ëàãðàíæèàíà

L(q, q̇) =
1

2
Lq̇2 − q2

2C
(18.4)

ñ îáîáù¼ííîé êîîðäèíàòîé q, ðàâíîé çàðÿäó íà ïëàñòèíå êîíäåíñàòîðà. Ðîëü êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè èãðàåò ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñîëåíîèäå, à ðîëü ïîòåíöèàëüíîé
� ýíåðãèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â êîíäåíñàòîðå. Îòìåòèì, ÷òî èç ëàãðàíæèàíà (4)
ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ñèñòåìû

E =
1

2
Lq̇2 +

q2

2C
. (18.5)

Ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì ïàðàãðàôå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ îáðàçó-
þò íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó. Îíè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà. Ïî-
ñëåäíèå òàêæå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ôîðìå óðàâíåíèé Ëàãðàí-
æà (äëÿ íåïðåðûâíîé ñðåäû). Ïåðåõîäÿ ê öåïÿì ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè

xk

C L(x)

Ðèñ. 25. Ýëåêòðîìåõàíè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà

ïàðàìåòðàìè, ìû ôàêòè÷åñêè çàäàåì ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå â êîíäåíñàòîðå âñåãî îäíîé îáîáù¼ííîé êîîðäè-
íàòîé � çàðÿäîì êîíäåíñàòîðà q, à ìàãíèòíîå ïîëå
â ñîëåíîèäå � òîêîì q̇. Ïðè ýòîì ìû îòâëåêàåìñÿ îò
âîçìîæíîñòè �âîçáóæäåíèÿ� äðóãèõ ñòåïåíåé ñâîáî-
äû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñêàæåì, ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ âîëí). Ïåðåõîä îò ëàãðàíæèàíà ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ê ëàãðàíæèàíó âèäà (4) äåìîíñòðèðóåòñÿ,
íàïðèìåð, â [3, çàäà÷à 4.22]. Òàêîå îïèñàíèå íåïðå-
ðûâíîé ñèñòåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì íåáîëüøîãî ÷èñ-
ëà �ñóùåñòâåííûõ� îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò àíàëîãè÷-
íî îïèñàíèþ äâèæåíèÿ ñòîëáèêà æèäêîñòè â ñèñòåìå
ðèñ. 23.

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî òàêèì ïîäõîäîì ìîãóò áûòü
îõâà÷åíû è ñèñòåìû, äëÿ äâèæåíèÿ êîòîðûõ ñóùåñòâåííû êàê ìåõàíè÷åñêèå, òàê
è ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå ñòåïåíè ñâîáîäû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó ðèñ. 25, ñîñòîÿùóþ èç êîëåáàòåëüíîãî
LC-êîíòóðà è ãðóçà � ïîäâåøåííîãî íà ïðóæèíêå ñåðäå÷íèêà ñîëåíîèäà, ïðè÷åì
èíäóêòèâíîñòü ñîëåíîèäà çàâèñèò îò ñìåùåíèÿ ãðóçà. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ýòîé ýëåê-
òðîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

L(x, q, ẋ, q̇) =
mẋ2

2
+
L(x)q̇2

2
− Cq2

2
− kx2

2
(18.6)
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ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèì çàðÿä êîíäåíñàòîðà q è ñìåùåíèå
ñåðäå÷íèêà ñîëåíîèäà x (ñìåùåíèå ñåðäå÷íèêà îòñ÷èòûâàåòñÿ îò åãî ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ â îòñóòñòâèå òîêà).

Äðóãèå ïðèìåðû ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â [3, çàäà÷è 4.23, 4.24].

60



Ãëàâà III
ÊÎËÅÁÀÍÈß

� 19. Ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ
Ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî óêàçàòü îáëàñòü ôèçèêè, â êîòîðîé íå ïðèõîäèëîñü áû

ñòàëêèâàòüñÿ ñ ëèíåéíûìè êîëåáàíèÿìè. Íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé ñèñòåìû íàïîìíèì
îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.

19.1. Îäíà ñòåïåíü ñâîáîäû
Ïóñòü ëàãðàíæèàí ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû åñòü

L(q, q̇) = T (q, q̇)− U(q) , T (q, q̇) =
1

2
a(q) q̇2 ≥ 0 . (19.1)

Åñëè q0 åñòü òî÷êà ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, òî ðàçëîæåíèå U(q) â ðÿä ïî
ìàëîìó îòêëîíåíèþ x = q − q0 íà÷èíàåòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ñëàãàå-
ìîãî

U(q) = U(q0) +
1

2
kx2 ,

dU

dq

∣∣∣
q0

= 0 ,
d2U

dq2

∣∣∣
q0

= k > 0 (19.2)

(ñëó÷àé k = 0 ñîîòâåòñòâóåò íåëèíåéíûì êîëåáàíèÿì). Ðàçëîæèì ôóíêöèþ a(q)
âáëèçè q0:

a(q) = m +O(x) , m = a(q0) . (19.3)

Â èòîãå, îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x è ẋ = q̇, ïîëó÷àåì (îòáðàñûâàÿ
êîíñòàíòó U(q0))

L(x, ẋ) =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2 . (19.4)

Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà
mẍ + kx = 0 (19.5)

ïîäñòàíîâêîé
x = A cos(ωt + ϕ) (19.6)

ïðèâîäèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

−mω2 + k = 0 , (19.7)

îòêóäà

ω =

√
k

m
. (19.8)

61



Âåëè÷èíà A íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé, ωt + ϕ � ôàçîé, ϕ � íà÷àëüíîé ôàçîé, à ω �
(êðóãîâîé) ÷àñòîòîé êîëåáàíèé. Ïåðèîä êîëåáàíèé

T =
2π

ω
. (19.9)

Èç ïîëîæèòåëüíîñòè m è k âûòåêàåò ïîëîæèòåëüíîñòü ω2 = k/m. Êîíå÷íî, ïåðåõîä
îò èñõîäíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (1) ê ëèíåàðèçîâàííîé (4) ñïðàâåäëèâ ëèøü ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ x (èëè A).

19.2. Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû:

L = T − U(q1, q2, . . . , qs) , T =
1

2

s∑
ij=1

aij(q)q̇iq̇j ≥ 0 . (19.10)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå q̇iq̇j ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî çàìåíû i ↔ j, òî ìàòðèöó aij(q)
âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ñèììåòðè÷íîé:

aij(q) = aji(q) . (19.11)

Ïóñòü qi0 (i = 1, 2, . . . , s) åñòü òî÷êà ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, òîãäà ðàçëî-
æåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ðÿä ïî ìàëûì îòêëîíåíèÿì xi = qi − qi0 íà÷èíàåòñÿ
ñ êâàäðàòè÷íûõ ñëàãàåìûõ

U(q) =
1

2

∑
ij

kijxixj + const , kij =
∂2U

∂qi∂qj

∣∣∣
ql0

= kji . (19.12)

Ïîñêîëüêó ïðè xi = 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìèíèìàëüíà, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (12)
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé:

∑
ij

kijxixj ≥ 0 . (19.13)

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ aij(q) âáëèçè qi0:

aij(q) = mij +O(xk); mij = aij(qk0) = mji . (19.14)

Èç ïîëîæèòåëüíîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
∑
ij

mijẋiẋj ≥ 0 (19.15)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé. Îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëåíàìè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ïî xi è ẋi = q̇i, ïîëó÷àåì

L =
1

2

∑
ij

(mijẋiẋj − kijxixj) . (19.16)
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Â äàëüíåéøåì óäîáíî ïåðåéòè ê âåêòîðíûì îáîçíà÷åíèÿì. Ââåä¼ì âåêòîð ñìåùå-
íèÿ

x =




x1

x2...
xs


 ,

ìàòðèöû ìàññ è æ¼ñòêîñòåé

m̂ =




m11 m12 . . . m1s

m21 m22 . . . m2s

. . . . . . . . . . . .
ms1 ms2 . . . mss


 , k̂ =




k11 k12 . . . k1s

k21 k22 . . . k2s

. . . . . . . . . . . .
ks1 ks2 . . . kss




è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:

(x,y) =
s∑

i=1

xi yi .

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ëàãðàíæèàí ïðèíèìàåò âèä

L(x, ẋ) =
1

2
(ẋ, m̂ ẋ)− 1

2
(x, k̂ x) , (19.17)

ïðè÷¼ì
(ẋ, m̂ ẋ) ≥ 0 , (x, k̂ x) ≥ 0, m̂T = m̂, k̂T = k̂ , (19.18)

ãäå m̂T îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, òðàíñïîíèðîâàííóþ ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå m̂. Óðàâ-
íåíèÿ Ëàãðàíæà

d

dt

∂L

∂ẋ
=

∂L

∂x

â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèíèìàþò ôîðìó, àíàëîãè÷íóþ (5):

m̂ẍ + k̂x = 0 . (19.19)

Ïîäñòàíîâêà
x = A cos(ωt + ϕ) (19.20)

ïðèâîäèò èõ ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
(
−ω2m̂ + k̂

)
A = 0 . (19.21)

Ýòà ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, òîëüêî åñëè å¼ îïðåäåëèòåëü îáðàùàåòñÿ
â íóëü: ∣∣∣−ω2m̂ + k̂

∣∣∣ = 0 . (19.22)

Ïóñòü ω2
1, ω2

2, . . . , ω2
s � êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ (íåêîòîðûå èç ýòèõ êîðíåé ìîãóò ñîâ-

ïàäàòü äðóã ñ äðóãîì; ýòîò ñëó÷àé ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå). Âåëè÷èíû
ωα íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè. Ïîäñòàâëÿÿ îäèí èç ýòèõ êîðíåé ω2

α â
óðàâíåíèå (21), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâóþùåãî
âåêòîðà A(α): (

−ω2
αm̂ + k̂

)
A(α) = 0 . (19.23)

63



Êîíå÷íî, åñëè A(α) åñòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî è aA(α), ãäå a � ïðîèçâîëü-
íîå ÷èñëî, òàêæå åñòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â èòîãå êàæäîìó êîðíþ ω2

α (èëè
êàæäîé ÷àñòîòå ωα) ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèå

x(α)(t) = A(α)Qα(t) , Qα(t) = aα cos(ωαt + ϕα) , (19.24)

ïðè êîòîðîì âñå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ñ îäíîé ÷àñòîòîé (è â îäíîé ôàçå èëè â ïðî-
òèâîôàçå). Òàêîå äâèæåíèå íàçûâàþò íîðìàëüíûì êîëåáàíèåì èëè ìîäîé. Ïîëíîå
ðåøåíèå åñòü ñóììà ÷àñòíûõ ðåøåíèé

x =
s∑

α=1

A(α)Qα(t) , (19.25)

èëè â çàïèñè äëÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà

xi =
s∑

α=1

A
(α)
i Qα(t) . (19.26)

Ýòî ïîëíîå ðåøåíèå ñîäåðæèò s ïðîèçâîëüíûõ àìïëèòóä aα è ôàç ϕα, êîòîðûå ìîæíî
îïðåäåëèòü, çàäàâàÿ íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû x(0) è ñêîðîñòè ẋ(0).

19.3. Ïëîñêèé äâîéíîé ìàÿòíèê
Ðàññìîòðèì ìàëûå êîëåáàíèÿ ïëîñêîãî äâîéíîãî ìàÿòíèêà (ñì. ðèñ. 19). Ëàãðàí-

æèàí ýòîé ñèñòåìû íàéäåí â [1, � 5, çàäà÷à 1]) è ïðè ìàëûõ óãëàõ |ϕi| ¿ 1 è l1 = l2 = l
èìååò âèä

L =
1

2
ml2(8ϕ̇2

1 + 4ϕ̇1ϕ̇2 + ϕ̇2
2)−

1

2
mgl(4ϕ2

1 + ϕ2
2) .

Ìàòðèöû ìàññ è æåñòêîñòåé òàêîâû:

m̂ = ml2
(

8 2
2 1

)
, k̂ = mgl

(
4 0
0 1

)
.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

8ϕ̈1 + 2ϕ̈2 + 4ω2
0ϕ1 = 0, 2ϕ̈1 + ϕ̈2 + ω2

0ϕ2 = 0, ω0 =
√

g/l

èùåì â âèäå
x =

(
ϕ1

ϕ2

)
=

(
A1

A2

)
cos(ωt + χ).

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ai ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(−8ω2 + 4ω2
0)A1 − 2ω2A2 = 0 , −2ω2A1 + (−ω2 + ω2

0)A2 = 0 .

Ïðèðàâíÿâ å¼ îïðåäåëèòåëü íóëþ

ω4 − 3ω2ω2
0 + ω4

0 = 0 ,

íàéä¼ì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû

ω1,2 =

√
3∓√5

2
ω0
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è ñîîòâåòñòâóþùèå èì íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ

x(1) = A(1) Q1(t) , x(2) = A(2) Q2(t) ; Qα(t) = aα cos(ωαt + χα) .

Íà ïëîñêîñòè ϕ1, ϕ2 âåêòîðû

A(1) =

(
1√

5− 1

)
, A(2) =

( −1√
5 + 1

)

çàäàþò íàïðàâëåíèå íîâûõ îñåé êîîðäèíàò Q1 è Q2 (ðèñ. 26).

ϕ1

ϕ2

A (1)

A (2)

Ðèñ. 26. Âåêòîðû íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé äâîéíîãî ïëîñêîãî ìàÿòíèêà, èçîáðàæ¼í-
íîãî íà ðèñ. 19

Âäîëü êàæäîãî èç ýòèõ íàïðàâëåíèé ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ ñ îäíîé ÷àñòîòîé � ñ
ω1 âäîëü A(1) è ñ ω2 âäîëü A(2). Â òî æå âðåìÿ êîîðäèíàòû

ϕ1 = Q1 −Q2, ϕ2 = (
√

5− 1)Q1 + (
√

5− 1) Q2

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììó êîëåáàíèé ñ äâóìÿ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè.
Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè A(1) è A(2) (ò. å. è ìåæäó îñÿìè Q1 è Q2) íå ðàâåí 90◦;

äåéñòâèòåëüíî, (
A(1),A(2)

)
= 3 6= 0 .

Ëåãêî, îäíàêî, ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè âåêòîðû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:
(
A(1), k̂A(2)

)
=

(
A(1), m̂A(2)

)
= 0 . (19.27)

Íàïðèìåð,
(

A(1),
k̂

mgl
A(2)

)
= (1,

√
5− 1)

(
4 0
0 1

)( −1√
5 + 1

)
= (1,

√
5− 1)

( −4√
5 + 1

)
= 0 .

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî íàéäåííûå â ýòîì ïðèìåðå ñîîòíîøåíèÿ (27) ñïðàâåäëèâû è
â îáùåì ñëó÷àå.
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� 20. Îðòîãîíàëüíîñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé.
Ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ ÷àñòîò
20.1. Îðòîãîíàëüíîñòü íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé
Ïóñòü ωα è ωβ - ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû: ωα 6= ωβ. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì

âåêòîðû êîëåáàíèé A(α) è A(β) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

ω2
α m̂A(α) = k̂ A(α) , ω2

β m̂A(β) = k̂ A(β) . (20.1)

Óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå íà A(α):

ω2
β

(
A(α), m̂A(β)

)
=

(
A(α), k̂ A(β)

)
. (20.2)

Âû÷òåì åãî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, óìíîæåííîãî íà A(β):

ω2
α

(
A(β), m̂A(α)

)− ω2
β

(
A(α), m̂A(β)

)
=

(
A(β), k̂ A(α)

)
−

(
A(α), k̂ A(β)

)
. (20.3)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû n̂ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
(
A, n̂B) = (n̂T A,B

)

è òîò ôàêò, ÷òî ìàòðèöû k̂ è m̂ ñèììåòðè÷íû (ñì. (19.18)), ïîëó÷àåì èç (3)
(
ω2

α − ω2
β

) (
A(α), m̂A(β)

)
= 0 . (20.4)

Ïîñêîëüêó ω2
α − ω2

β 6= 0, îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå
(
A(α), m̂A(β)

)
= 0 (20.5a)

è äàëåå, ñ ó÷åòîì (2), åùå îäíî ñîîòíîøåíèå
(
A(α), k̂ A(β)

)
= 0 . (20.5b)

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî êîëåáàíèÿ x(α) = A(α)Qα è x(β) = A(β)Qβ,
îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì, âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå îïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ mij èëè kij (êàê ãîâîðÿò, x(α)

è x(β) îðòîãîíàëüíû â �ìåòðèêå ìàññ� èëè â �ìåòðèêå æ¼ñòêîñòåé�).

20.2. Ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ ÷àñòîò. Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

(19.22) èìåþòñÿ êðàòíûå êîðíè � ñëó÷àé ñ âûðîæäåííûìè ÷àñòîòàìè. Ïóñòü, íà-
ïðèìåð, äâà ðàçíûõ ðåøåíèÿ x(1) è x(2) îòâå÷àþò îäíîé è òîé æå ÷àñòîòå ω1 = ω2.
Ëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ c1x

(1) + c2x
(2), ãäå c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñ òîé æå ñàìîé ÷àñòîòîé. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé,
îòâå÷àþùèõ äàííîé ÷àñòîòå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âåê-
òîðû x(1) è x(2), ïðè÷åì ëþáîé âåêòîð ýòîé ïëîñêîñòè îðòîãîíàëåí â ìåòðèêå ìàññ èëè
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æ¼ñòêîñòåé âåêòîðàì íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé, îòâå÷àþùèõ äðóãèì ÷àñòîòàì. ßñíî,
÷òî ñðåäè âåêòîðîâ ýòîé ïëîñêîñòè âñåãäà ìîæíî âûáðàòü (è ïðèòîì ìíîãèìè ñïî-
ñîáàìè) ïàðó íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè ñîîòíîøåíèÿì
îðòîãîíàëüíîñòè (5).

Ñîâîêóïíîñòü âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ (â ìåòðèêå ìàññ èëè â ìåòðèêå æ¼ñòêî-
ñòåé) âåêòîðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü óäîáíûé áàçèñ äëÿ êîîðäèíàò Qα. Ïîêà-
æåì, ÷òî ýòè êîîðäèíàòû ïðèâîäÿò ëàãðàíæèàí ê âèäó, ñîîòâåòñòâóþùåìó íàáîðó
íåçàâèñèìûõ (íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ) îñöèëëÿòîðîâ. Òàêèå êîîðäèíàòû íàçûâàþòñÿ
íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Èíûìè ñëîâàìè, ïåðåõîä âèäà (19.25) îò êîîðäèíàò
x = (x1, . . . , xi, . . . , xs) ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì Q = (Q1, . . . , Qα, . . . , Qs) åñòü ëè-
íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

x = ÛQ , xi =
∑

α

UiαQα , Uiα ≡ A
(α)
i ,

ïðè êîòîðîì êâàäðàòè÷íûå ôîðìû êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé îäíîâðå-
ìåííî ïðèâîäÿòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Äåéñòâèòåëüíî, ñäåëàâ â ëàãðàíæèàíå (19.17) ïîäñòàíîâêó (19.20) è èñïîëüçîâàâ
ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè (5), ìû íàéäåì, ÷òî â íîâûõ ïåðåìåííûõ ëàãðàíæèàí èìå-
åò âèä ñóììû îòäåëüíûõ íåçàâèñèìûõ ëàãðàíæèàíîâ òèïà (19.4):

L =
s∑

α=1

Lα, Lα =
1

2
MαQ̇α − 1

2
KαQ2

α,

Mα =
(
A(α), m̂A(α)

)
, Kα =

(
A(α), k̂ A(α)

)
, (20.6)

à ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

MαQ̈α + KαQα = 0 (20.7)

èìåþò âèä îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé (19.5). Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ èç êîîðäèíàò Qα

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëåáàíèå ñ îäíîé îïðåäåë¼ííîé ÷àñòîòîé ωα, â òî âðåìÿ êàê
êàæäàÿ êîîðäèíàòà xi åñòü ëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ êîëåáàíèé ñ ðàçíûìè, âîîáùå
ãîâîðÿ, ÷àñòîòàìè (ñì. (19.26)).

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâ ïîëîæèòåëüíîñòè (19.18) ñîáñòâåííûå êîðíè óðàâ-
íåíèÿ (19.22) ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè:

ω2
α =

Kα

Mα

=

(
A(α), k̂ A(α)

)

(A(α), m̂A(α))
≥ 0 , (20.8)

ò. å. ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ωα âåùåñòâåííû. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îïðåäåëÿåìûå ýòîé
ôîðìóëîé ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû íå çàâèñÿò îò íîðìèðîâêè âåêòîðîâ A(α).

20.3. Êîëåáàíèÿ ñëàáî ñâÿçàííûõ ñèñòåì. Áèåíèÿ
Äâèæåíèå ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ âûðîæäåíèåì ÷àñòîò îáëàäàåò ðÿäîì èíòåðåñíûõ

îñîáåííîñòåé, êîòîðûå ìû îáñóäèì çäåñü íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì ïðèìåðå. Ïóñòü ìå-
õàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ ñëàáî ñâÿçàííûõ ïîäñèñòåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
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â îòñóòñòâèå ñâÿçè ìîæåò ñîâåðøàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ. Íà ïåðâûé âçãëÿä, äâèæåíèå
êàæäîé èç ïîäñèñòåì â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèìî è
ïðè íàëè÷èè ñëàáîé ñâÿçè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòè óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû, ïîêà
ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äâóõ ðàçíûõ ïîäñèñòåì íå ñîâïàäàþò. Åñëè æå ýòè ÷àñòîòû ñîâ-
ïàäàþò èëè áëèçêè, òî âëèÿíèå äàæå ñëàáîé ñâÿçè íà äâèæåíèå ñèñòåìû îêàçûâàåòñÿ
âåñüìà çíà÷èòåëüíûì.

ϕ1

l1

m

ϕ2
l2

m
k

��
ϕ x

y

Q1

Q2

��

Ðèñ. 27. Ñëàáî ñâÿçàííûå ñèñòåìû: à � ñâÿçàííûå ìàÿòíèêè, á � íîðìàëüíûå êîîð-
äèíàòû ñëàáî ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ (çäåñü x = l1ϕ1, y = l2ϕ2)

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòî, ðàññìîòðèì ïðèìåð äâóõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìàÿò-
íèêîâ îäèíàêîâîé ìàññû m1 = m2 = m, íî ðàçíîé äëèíû l1 è l2, ñâÿçàííûõ ïðóæèí-
êîé ìàëîé æ¼ñòêîñòè k (ðèñ. 27, à). Ïóñòü óãëû îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêîâ îò âåðòèêàëè
ϕ1 è ϕ2 ìàëû: |ϕ1,2| ¿ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû â ïåðåìåííûõ

x = l1ϕ1 , y = l2ϕ2

ðàâíà
L(x, y, ẋ, ẏ) =

m

2

[
ẋ2 − ω2

xx
2 + ẏ2 − ω2

yy
2 + 2αxy

]
,

ωx =

√
g

l1
+

kl22
ml21

, ωy =

√
g

l2
+

k

m
, α =

kl2
ml1

.

Ïðè α = 0 èìååì äâà íåçàâèñèìûõ ìàÿòíèêà ñ ÷àñòîòàìè ωx è ωy (ìû áóäåì íàçûâàòü
èõ ïàðöèàëüíûìè ÷àñòîòàìè). Ïðèìåì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî l1 ≥ l2, òîãäà
ωx ≤ ωy. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðè α ¿ ω2

x ñâÿçü ýòèõ äâóõ ìàÿòíèêîâ ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé
è å¼ âëèÿíèå íà äâèæåíèå ñèñòåìû íåçíà÷èòåëüíî. Ïðÿìûì ðàñ÷¼òîì ïðîâåðèì, òàê
ëè ýòî.

Ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ïåðåõîä ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì

Q1,2(t) = a1,2 cos (ω1,2t + χ1,2)

ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó íà óãîë ϕ â ïëîñêîñòè xy (ñì. ðèñ. 27, á):

x = Q1 cos ϕ−Q2 sin ϕ , y = Q1 sin ϕ + Q2 cos ϕ , tg 2ϕ =
2α

ω2
y − ω2

x

,
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à ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ðàâíû

ω2
1,2 =

1

2

[
ω2

x + ω2
y ∓

√(
ω2

y − ω2
x

)2
+ 4α2

]
,

ïðè÷åì ω1 < ωx, à ω2 > ωy. Îòñþäà âèäíî, ÷òî óãîë ïîâîðîòà ϕ ìàë íå ïðè α ¿ ω2
x,

à ïðè
α ¿ ω2

y − ω2
x . (20.9)

Èíûìè ñëîâàìè, ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (9), êîãäà ϕ ≈ 0,
íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ ëîêàëèçîâàíû:

x ≈ Q1 , y ≈ Q2 ,

à ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû áëèçêè ê ïàðöèàëüíûì: ω1 ≈ ωx, ω2 ≈ ωy.
Åñëè æå α ¿ ω2

x, íî ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû áëèçêè, òàê ÷òî α À ω2
y−ω2

x, òî ϕ ≈ π/4
è íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ ïåðåñòàþò áûòü ëîêàëèçîâàíû:

x ≈ Q1 −Q2√
2

, y ≈ Q1 + Q2√
2

. (20.10)

Â ýòèõ óñëîâèÿõ ìîãóò âîçíèêíóòü áèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷èòåëüíîé ïåðåêà÷êå
ýíåðãèè êîëåáàíèé îò îäíîãî ìàÿòíèêà ê äðóãîìó. Ïóñòü, íàïðèìåð, l1 = l2 = l è â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âîçáóæäåíû ëèøü êîëåáàíèÿ ïåðâîãî ìàÿòíèêà:

x(0) = x0, y(0) = ẋ(0) = ẏ(0) = 0 , (20.11)

òîãäà íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ

Q1(t) =
x0√
2

cos ω1t , Q2(t) = − x0√
2

cos ω2t , ω1 =

√
g

l
, ω2 =

√
g

l
+

2k

m
,

à äâèæåíèÿ ìàÿòíèêîâ èìåþò âèä

ϕ1(t) =
x0

l
cos εt cos ωt , ϕ2(t) =

x0

l
sin εt sin ωt , (20.12)

ãäå

ε =
1

2
(ω2 − ω1) ≈ k

2m

√
l

g
¿ ω =

1

2
(ω2 + ω1) ≈

√
g

l
.

Èç îòâåòà (12) âèäíî, ÷òî ÷åðåç âðåìÿ τ = π/(2ε) îêàæóòñÿ âîçáóæä¼ííûìè ëèøü
êîëåáàíèÿ âòîðîãî ìàÿòíèêà, çàòåì ÷åðåç âðåìÿ 2τ ñèñòåìà âåðí¼òñÿ â èñõîäíîå ñî-
ñòîÿíèå è ò. ä.
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Çàäà÷è

k km1 m2

x1 x2

A B

Ðèñ. 28. Ê çàäà÷å 20.1

20.1. Íàéòè ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû,
èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 28, ïðè êîòîðûõ ÷àñòèöû
äâèæóòñÿ òîëüêî âäîëü ïðÿìîé AB. Ðàññìîòðåòü
ñëó÷àè: à) m1 = m2; á) m1 ¿ m2; â) m1 À m2.
Äëÿ ñëó÷àÿ à íàéòè íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû è
âûðàçèòü ÷åðåç íèõ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.

k k

k

M

m m

1

32

k k

k

m

M m

1

32

k k

k

m

m m

1

32

Ðèñ. 29. Ê çàäà÷å 20.2 Ðèñ. 30. Ê çàäà÷å 20.3

20.2. Íàéòè íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ òðåõ ÷àñòèö (ðèñ. 29) íà ïåðâîì è âòîðîì
êîëüöàõ9. Ðàññìîòðåòü ïåðåõîä M → m.

20.3. Íàéòè íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ òðåõ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, ñâÿçàííûõ îäèíà-
êîâûìè ïðóæèíêàìè è ìîãóùèõ äâèãàòüñÿ ïî êîëüöó (ðèñ. 30). Íàéòè ñâîáîäíûå
êîëåáàíèÿ ýòîé ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñìåùåíèÿ ÷àñòèö âäîëü êîëüöà
x1(0) = −x2(0) = a, x3(0) = 0, à íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ. Íàéòè ñâîáîäíûå
êîëåáàíèÿ ïðè òåõ æå íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äëÿ ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé èç îïèñàííîé
ïðè èçìåíåíèè æ¼ñòêîñòè ïðóæèíêè, ñîåäèíÿþùåé ÷àñòèöû 2 è 3, íà ìàëóþ âåëè÷è-
íó δk.

� 21. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ðåçîíàíñû
Ïóñòü íà ñèñòåìó, ñîâåðøàþùóþ îäíîìåðíîå êîëåáàíèå, äåéñòâóåò (ïîìèìî óïðó-

ãîé ñèëû fóïð = −kx) âíåøíÿÿ ñèëà f(t). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äîáàâêà ê ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè ∆U(x, t) = −xf(t), ïîýòîìó ëàãðàíæèàí òàêîé ñèñòåìû èìååò âèä:

L(x, ẋ, t) =
1

2
(mẋ2 − kx2) + xf(t) . (21.1)

Ïðèâåä¼ì ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ẍ + ω2x = f(t)/m, ω =

√
k/m (21.2)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèëû f(t) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé x(0) = x0, ẋ(0) = v0:

x(t) = x0 cos ωt +
v0

ω
sin ωt +

t∫

0

f(τ)
sin ω(t− τ)

ωm
dτ . (21.3)

9Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëüöà ãëàäêèå è îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè ïðè äâè-
æåíèè ÷àñòèö.
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Åãî ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé. Çäåñü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò
âûíóæäåííûì, à ïåðâûå äâà � ñâîáîäíûì êîëåáàíèÿì.

Ïðè íàëè÷èè ìàëîãî òðåíèÿ ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè èñ÷åçàþò,
à ïîñëåäíåå ëèøü íåçíà÷èòåëüíî èçìåíÿåòñÿ. Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèÿõ, ìû ïîäðàçóìåâàåì èìåííî òàêèå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ. Ïðèìåðû
ïðîöåññîâ óñòàíîâëåíèÿ êîëåáàíèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3, çàäà÷à 5.11].

b

f/k ω γ

Ðèñ. 31. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé b îò ÷àñòîòû âûíóæäàþ-
ùåé ñèëû γ

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû f(t) = f cos(γt + ϕ) âûíóæäåííûå êî-
ëåáàíèÿ èìåþò âèä

x = b cos(γt + ϕ), b =
f

(ω2 − γ2)m
. (21.4)

Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû b îò ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû γ ïîêàçàíà íà ðèñ. 31. Ïðè
γ < ω êîëåáàíèÿ ñîâåðøàþòñÿ â ôàçå ñ äåéñòâóþùåé ñèëîé (b/f > 0), à ïðè γ > ω �
â ïðîòèâîôàçå (b/f < 0), ïðè÷åì ïðè γ À ω àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìàëà (b/f ¿ 1/k):

b ≈ − f

mγ2
, γ À ω . (21.4a)

Ïðè γ → ω àìïëèòóäà b →∞, íàñòóïàåò ðåçîíàíñ.
Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ìíîãèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû äîñòàòî÷íî ïðîñòîå, ïîñêîëüêó

ïåðåõîä ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì â äàííîì ñëó÷àå ñâîäèò èñõîäíóþ ñèñòåìó ê
íàáîðó îäíîìåðíûõ îñöèëëÿòîðîâ, ñîâåðøàþùèõ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ.

Ïóñòü äîáàâêà ê ëàãðàíæèàíó ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé (19.17) èìååò âèä

∆L =
∑

i

xiFi(t).

Ââåä¼ì âåêòîð ñèëû

F(t) =




F1(t)
F2(t)
...

Fs(t)


 ,

71



òîãäà
L(x, ẋ, t) =

1

2
(ẋ, m̂ ẋ)− 1

2
(x, k̂ x) + xF(t) ; (21.1a)

m̂ ẍ + k̂ x = F(t) . (21.2a)

Ïåðåéä¼ì â ýòîì ëàãðàíæèàíå îò ïåðåìåííûõ x ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì Q ñ
ïîìîùüþ çàìåíû (19.25), ïðè ýòîì

xF(t) =
∑

α

A(α)F(t) ·Qα

è èñõîäíûé ëàãðàíæèàí ïåðåéä¼ò â ñóììó ëàãðàíæèàíîâ òèïà (1):

L =
s∑

α=1

Lα , Lα =
1

2
(MαQ̇2

α −KαQ2
α) + Qαfα(t) , (21.5)

ãäå Mα è Kα îïðåäåëåíû â (20.6), à ñèëà

fα(t) = A(α)F(t) . (21.6)

Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ Qα ñîâïàäàþò ñ îäíîìåðíûì óðàâíåíèåì (2):

Q̈α + ω2
αQα =

fα(t)

Mα

, ωα =

√
Kα

Mα

. (21.2b)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû F(t) = F cos(γt + ϕ); òîãäà

Fα(t) = fα cos(γt + ϕ) , fα = A(α)F (21.7)

è âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò èìåþò âèä

Qα = bα cos(γt + ϕ) , bα =
fα

(ω2
α − γ2)Mα

. (21.3a)

Ïåðåéäÿ îò íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò ê èñõîäíûì, èìååì

x =
s∑

α=1

A(α)bα cos(γt + ϕ) =
s∑

α=1

A(α) (A(α),F)

(ω2
α − γ2) (A(α), m̂A(α))

cos(γt + ϕ) . (21.8)

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò îòâåò íå çàâèñèò îò íîðìèðîâêè âåêòîðîâ A(α).
Ñèëà fα = A(α)F, äåéñòâóþùàÿ íà α-å íîðìàëüíîå êîëåáàíèå, îïðåäåëÿåòñÿ ïðî-

åêöèåé âåêòîðà ñèëû F íà íàïðàâëåíèå äàííîãî íîðìàëüíîãî êîëåáàíèÿ. Ïîýòîìó
åñëè F è A(α) âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, FA(α) = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå
A(α)bα cos(γt + ϕ) âîîáùå îòñóòñòâóåò â ñóììå (8). Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ñëó÷àå íå
âîçíèêàåò ðåçîíàíñà ïðè γ → ωα. Åñëè æå FA(α) 6= 0, òî ïðè γ → ωα âîçíèêàåò ðåçî-
íàíñ, ïðè÷¼ì âáëèçè ðåçîíàíñà âñåìè ñëàãàåìûìè â ñóììå (8), êðîìå îäíîãî, ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü è x ≈ A(α)bα cos(γt + ϕ).

Âîïðîñ. Ïóñòü âåêòîð F ïàðàëëåëåí êàêîìó-ëèáî íîðìàëüíîìó êîëåáàíèþ, íà-
ïðèìåð,

F = const ·A(1).
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ßñíî, ÷òî ïðè γ → ω1 âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ìîæåò ëè òàêàÿ ñèëà âîçáóäèòü äðóãèå
íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ (ò. å. áóäåò ëè ðåçîíàíñ ïðè γ → ω2, γ → ω3, ..., γ → ωs)?

Äëÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïåðåõîä ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì óäîáåí òåì,
÷òî ñâîäèò ìíîãîìåðíóþ çàäà÷ó ê íàáîðó îäíîìåðíûõ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãàðìîíè-
÷åñêîé ñèëû ìîæíî îáîéòèñü è áåç òàêîãî ïåðåõîäà. Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèé (2à) â
âèäå x = B cos(γt + ϕ). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû B ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(−γ2m̂ + k̂)B = F ,

îòêóäà
x = (−γ2m̂ + k̂)−1 F cos(γt + ϕ) . (21.9)

Çàäà÷à
21.1. Íàéòè óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, îïèñàííîé â çàäà÷å 20.1à, åñëè

òî÷êà A äâèæåòñÿ ïî çàêîíó a(t) = a cos γt. Ïðè êàêîé ÷àñòîòå γ àìïëèòóäà âûíóæ-
äåííûõ êîëåáàíèé ïåðâîé ÷àñòèöû îáðàòèòñÿ â íóëü? Òîò æå âîïðîñ äëÿ öåïî÷êè èç
òð¼õ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö.

� 22. Êîëåáàíèÿ ñ òðåíèåì
Â ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåìàõ âñåãäà åñòü òðåíèå. Îíî êà÷åñòâåííî èçìåíÿåò êàê

ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåì, òàê è ðåçîíàíñíûé îòêëèê íà âíåøíþþ ãàðìîíè-
÷åñêóþ ñèëó. Õàðàêòåð ñèë òðåíèÿ ðàçëè÷àåòñÿ ïðè ñêîëüæåíèè ñîïðèêàñàþùèõñÿ
òâ¼ðäûõ òåë è ïðè äâèæåíèè òâ¼ðäîãî òåëà â æèäêîñòè èëè ãàçå. Â äàííîì ðàçäåëå
ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ýòîò ïîñëåäíèé ñëó÷àé.

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå òðåíèÿ íà ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà, îïèñûâàåìîãî êîîðäèíàòîé x. Ó÷ò¼ì ñèëó òðåíèÿ ïðÿìî âî âòî-
ðîì çàêîíå Íüþòîíà. Èç îïûòà èçâåñòíî, ÷òî ýòà ñèëà íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè, è ïðè ìàëîì àáñîëþòíîì çíà÷åíèè ñêîðîñòè ïðîïîðöèîíàëüíà åé. Ýòî ïîç-
âîëÿåò çàïèñàòü ñèëó òðåíèÿ â âèäå fòð = −αẋ, ãäå α � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà,
õàðàêòåðèçóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü òðåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

mẍ = −αẋ− kx

ðàçäåëèì íà m è ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

ω2
0 =

k

m
, λ =

α

2m
.

Çäåñü ω0 � ÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé â îòñóòñòâèå òðåíèÿ, à âåëè÷èíà λ íàçûâà-
åòñÿ êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ. Óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé çàïèøåòñÿ â âèäå

ẍ + 2λẋ + ω2
0x = 0 . (22.1a)

Ïîëàãàÿ
x = Re

(
ert

)
,
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ïîëó÷àåì äëÿ r õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ðåøåíèÿ
êîòîðîãî

r1,2 = −λ±
√

λ2 − ω2
0 .

Îáùåå ðåøåíèå åñòü ëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ ðåøåíèé:

x = Re
(
C1 er1t + C2 er2t

)
. (22.2)

Ïðè ñèëüíîì òðåíèè (λ > ω0) îáà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëÿ îòðèöàòåëü-
íû è îáùåå ðåøåíèå x, óáûâàÿ áåç êîëåáàíèé, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêîå äâèæåíèå
íàçûâàåòñÿ àïåðèîäè÷åñêèì çàòóõàíèåì.

Ïðè λ = ω0 äâèæåíèå òàêæå îêàçûâàåòñÿ àïåðèîäè÷åñêèì:

x = (C1 + C2t) e−λt .

Ïðè áîëåå ñëàáîì òðåíèè (λ < ω0) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåíû

r1,2 = −λ± iω , ω =
√

ω2
0 − λ2 ,

è ðåøåíèå èìååò âèä
x = ae−λt cos(ωt + ϕ) , (22.3)

ãäå a è ϕ � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Òàêîå äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàòóõà-
þùèå êîëåáàíèÿ.

Â âàæíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå λ ¿ ω0 àìïëèòóäà êîëåáàíèé çà âðåìÿ T = 2π/ω
ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ. Ñðåäíèå çà ýòî âðåìÿ êâàäðàòû êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ìîæíî
âû÷èñëÿòü ñ÷èòàÿ ìíîæèòåëü e−λt ïîñòîÿííûì. Ýòè ñðåäíèå êâàäðàòû ïðîïîðöèî-
íàëüíû e−2λt è ýíåðãèÿ êîëåáàíèé óáûâàåò ïî ýòîìó æå çàêîíó:

E(t) = E0 e−2λt .

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå òðåíèÿ íà äâèæåíèå îñöèëëÿòîðà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé
ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû f cos (γt + ϕ). Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

ẍ + 2λẋ + ω2
0x =

f

m
cos (γt + ϕ) . (22.1b)

Ðåøåíèå ýòîãî íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììó äâóõ
ñëàãàåìûõ � îïèñàííîãî âûøå ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ è âûíóæäåííîãî (óñòàíîâèâøå-
ãîñÿ) êîëåáàíèÿ. Ïîñëåäíåå ðåøåíèå óäîáíî èñêàòü â êîìïëåêñíîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî
çàïèøåì

cos (γt + ϕ) = Re
[
ei(γt+ϕ)

]
.

Îòûñêèâàÿ ðåøåíèå â âèäå
x = Re

[
Bei(γt+ϕ)

]
,

íàéä¼ì êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó

B = beiδ =
f

m(ω2
0 − γ2 + 2iλγ)

.
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Ìíèìàÿ ÷àñòü B âñåãäà îòðèöàòåëüíà, à äåéñòâèòåëüíàÿ (ïðè âîçðàñòàíèè γ îò íóëÿ
äî áåñêîíå÷íîñòè) ìåíÿåò çíàê ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíûé ïðè γ = ω0,
çíà÷èò àðãóìåíò δ ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå 0 > δ > −π.

Äëÿ âåùåñòâåííîé àìïëèòóäû b è àðãóìåíòà δ èìååì

b =
f

m
√

(ω2
0 − γ2)2 + 4λ2γ2

, ctg δ =
γ2 − ω2

0

2λγ
. (22.4)

Ëåãêî íàéòè, ÷òî ïðè çàäàííîé àìïëèòóäå ñèëû f àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáà-
íèé b ìàêñèìàëüíà íà ÷àñòîòå

γm =
√

ω2
0 − 2λ2 . (22.5)

è ðàâíà
bmax = b(γm) =

f

2mλ
√

ω2
0 − λ2

(22.6)

b

f/k

ω0 γ

δ

0

−π/2

−π

ω0 γ

Ðèñ. 32. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé b è ôàçû δ îò ÷àñòîòû
âûíóæäàþùåé ñèëû γ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ λ

Ãðàôèêè ôóíêöèé b è δ â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû γ è ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 32. Ïðè ìàëûõ λ ôàçà δ áëèçêà ê íóëþ
(ò. å. âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñîâåðøàþòñÿ ïî÷òè â ôàçå ñ äåéñòâóþùåé ñèëîé) ïðè
γ < ω0 è ôàçà δ áëèçêà ê (−π) (ò. å. âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñîâåðøàþòñÿ ïî÷òè â
ïðîòèâîôàçå ñ äåéñòâóþùåé ñèëîé) ïðè γ > ω0; ïåðåõîä îò îäíîãî ðåæèìà ê äðóãîìó
ïðîèñõîäèò â óçêîì èíòåðâàëå ÷àñòîò γ âáëèçè ω0.

Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ñ òðåíèåì çàòóõàþò, ñî âðåìåíåì îñòàþòñÿ
òîëüêî âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ âèäà

x = b cos(γt + ϕ + δ) .

Òàê êàê ôàçà δ îòðèöàòåëüíà, àðãóìåíò êîñèíóñà ýòîãî ðåøåíèÿ èìååò çíà÷åíèå, êî-
òîðîå àðãóìåíò êîñèíóñà âûíóæäàþùåé ñèëû èìåë â áîëåå ðàííèé ìîìåíò âðåìåíè;
ãîâîðÿò, ÷òî âûíóæäåííîå êîëåáàíèå îòñòàåò ïî ôàçå îò âûíóæäàþùåé ñèëû.
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Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü ðåçîíàíñà â ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíîì ñëó÷àå ñëàáîãî òðå-
íèÿ λ ¿ ω0. Îáîçíà÷èâ ðàññòðîéêó ÷àñòîòû

ε = γ − ω0 (22.7)

è çàìåíèâ â (4) ïðèáëèæåííî

γ2 − ω2
0 = (γ + ω0)(γ − ω0) ≈ 2ω0ε, 2λγ ≈ 2λω0 , (22.8)

ïîëó÷àåì
b =

f

2mω0

√
ε2 + λ2

, ctg δ =
ε

λ
. (22.9)

Ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà λ:

bmax =
f

2mω0λ
. (22.10)

Êâàäðàò àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïðè ε = ±λ â äâà ðàçà ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàê-
ñèìàëüíûì çíà÷åíèåì. Èçìåíåíèå ôàçû δ òàêæå ïðîèñõîäèò, â îñíîâíîì, â ýòîì æå
èíòåðâàëå ÷àñòîò. Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðíàÿ øèðèíà îáëàñòè ðåçîíàíñà ðàâíà λ.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èìåííî â ýòîì èíòåðâàëå ÷àñòîò ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ
îò ðåøåíèÿ äëÿ ðåçîíàíñà áåç òðåíèÿ, äàâàåìîãî ôîðìóëîé (21.4). Åñëè ðàññòðîéêà
÷àñòîòû áîëüøå êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ (ò. å. åñëè |ε| À λ), òî âëèÿíèå òðåíèÿ
ñòàíîâèòñÿ íåñóùåñòâåííûì è ðåøåíèÿ äëÿ ðåçîíàíñà ñ òðåíèåì è áåç òðåíèÿ ïðàê-
òè÷åñêè ñîâïàäàþò.

� 23. Êîëåáàíèÿ ïðè íàëè÷èè ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë
Â � 19, 20 ìû ðàññìàòðèâàëè ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåì, äâèæóùèõñÿ ïîä äåé-

ñòâèåì ïîòåíöèàëüíûõ ñèë. Ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàëûì îòêëîíå-
íèÿì îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäÿò âáëèçè ìèíèìóìà ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè U , à îòäåëüíîå íîðìàëüíîå êîëåáàíèå (19.24) ïðîèñõîäèò âäîëü
ëèíèè: x = A cos (ωt + ϕ). Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåì, â êîòî-
ðûõ ïîìèìî ïîòåíöèàëüíûõ ñèë äåéñòâóþò íåïîòåíöèàëüíûå ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû
Fg, ëèíåéíûå ïî ñêîðîñòè ÷àñòèöû è îðòîãîíàëüíûå ýòîé ñêîðîñòè.

23.1. Ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû
Ìû ñòàðòóåì îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ ÷àñòèöû

L(r,v) = L0 + Lg , L0 =
m

2
v2 − U(r) , Lg = v ·C(r) , (23.1)

ãäå C(r) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ r. Ñëàãàåìîå L0 ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ÷àñòèöû â
ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(r), à äîáàâêà Lg ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ãèðîñêîïè÷åñêîé ñèëû
Fg. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

d

dt

∂L

∂v
− ∂L

∂r
= 0
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èìåþò âèä
mr̈ = −∇U(r) + Fg , Fg = [v, [∇, C(r)]] . (23.2)

Òàê êàê Fg v = 0, ðàáîòà ãèðîñêîïè÷åñêîé ñèëû ðàâíà íóëþ, à ýíåðãèÿ

E =
m

2
v2 + U(r)

ñîõðàíÿåòñÿ.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë.
Ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì e â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå B(r) (ñì. � 10)

ôóíêöèÿ
C(r) =

e

c
A(r) ,

ãäå A(r) � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, à ãèðîñêîïè÷åñêàÿ ñèëà ñîâïàäàåò ñ ñèëîé Ëîðåíöà:

Fg =
e

c
[v,B(r)] .

Ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû â ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ Ω (ñì. � 17.2), ôóíêöèÿ

C(r) = m [Ω, r] ,

à ãèðîñêîïè÷åñêàÿ ñèëà ñîâïàäàåò ñ êîðèîëèñîâîé ñèëîé:

Fg = 2m[v,Ω] .

Ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ïðè íàëè÷èè ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë èìåþò èíòåðåñíûå îñî-
áåííîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ìàëûå êîëåáàíèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü íå òîëüêî âáëèçè ìè-
íèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U , íî òàêæå è âáëèçè ìàêñèìóìà U , à òðàåêòîðèÿ
òàêèõ êîëåáàíèé ñ îïðåäåëåííîé ÷àñòîòîé íå îáÿçàòåëüíî èìååò âèä ïðÿìîé (19.24).
Ðàññìîòðèì òðè ïîó÷èòåëüíûõ ïðèìåðà.

23.2. Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà â ïîòåíöèàëüíîì
è ìàãíèòíîì ïîëÿõ
Ïóñòü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

U(x, y) =
1

2
kxx

2 +
1

2
kyy

2 ,

à ïîñòîÿííîå îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå íàïðàâëåíî ïî îñè z, ò. å.

B = (0, 0, B) .

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå ÷àñòèöû ëèøü â ïëîñêîñòè xy. Ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ U(x, y) èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå x = y = 0. Îáîçíà÷èì ωB = eB/(mc) è
kB = mω2

B > 0. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû èìåþò âèä

mẍ +kxx−mωB ẏ = 0,
mÿ +kyy + mωBẋ = 0.
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé â âèäå êîëåáàíèé

x = Re(Aeiωt), y = Re(Beiωt) ,

ãäå êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà A = aeiϕ. ×òîáû ñèñòåìà îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

(kx −mω2)A− imωBωB = 0,
imωBωA + (ky −mω2)B = 0

èìåëà íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå

m2ω4 −mω2(kB + kx + ky) + kxky = 0.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ

ω2
1,2 =

1

2m

[
kB + kx + ky ±

√
(kB + kx + ky)2 − 4kxky

]

ïîëîæèòåëüíû ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç äâóõ óñëîâèé:
1) ëèáî ïðè

kx > 0, ky > 0 (23.3)

(ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò ìèíèìóì â òî÷êå x = y = 0);
2) ëèáî ïðè

kx < 0, ky < 0 (23.4a)

è äîñòàòî÷íî áîëüøîì ìàãíèòíîì ïîëå

kB > −kx − ky + 2
√

kxky (23.4b)

(ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå x = y = 0).
Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîëåáàíèÿ âáëèçè íà÷àëà êî-

îðäèíàò:

x = aα cos(ωαt + ϕα) ,

y = bα sin(ωαt + ϕα) ,

ãäå
bα =

mωBωα

ky −mω2
α

aα , α = 1, 2 .

Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè âàðèàíò kx > ky > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîå èç
íàéäåííûõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæåíèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ïî ýëëèïñó
ñ áîëüøîé îñüþ, íàïðàâëåííîé âäîëü îñè x, à âòîðîå � â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïî
ýëëèïñó ñ áîëüøîé îñüþ, ëåæàùåé âäîëü îñè y (ïîäðîáíåå îá ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â çàäà÷å 6.36 èç [3]).

Ñâîáîäíîå äâèæåíèå îñöèëëÿòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ íàéäåííûõ
êîëåáàíèé. Ýòè êîëåáàíèÿ ìîæíî íàçâàòü íîðìàëüíûìè, îáîáùàÿ òåì ñàìûì ïîíÿòèå
íîðìàëüíîãî êîëåáàíèÿ: äâèæåíèÿ â íàïðàâëåíèÿõ îñåé x è y ïðîèñõîäÿò ñ îäíîé è
òîé æå ÷àñòîòîé, íî ñî ñäâèãîì ôàç. Ïðèâåñòè ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òîëüêî êîîðäèíàò íåâîçìîæíî (ïåðåõîä
ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì ñâÿçàí â ýòîì ñëó÷àå ñ êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì
� ñì. çàäà÷è 11.7 è 11.9 èç [3]).
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x y 

U 

Ðèñ. 33. Ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû íå äàþò ÷àñòèöå óïàñòü ñ ïîòåíöèàëüíîãî õîëìà

y

x

U

Ðèñ. 34. ×àñòèöà ïîêèäàåò ñåäëîâóþ òî÷êó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, äâèãàÿñü ïðè-
ìåðíî ïî ëèíèè óðîâíÿ

Íà ðèñ. 33 ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà. Óñòîé-
÷èâîñòü êîëåáàíèÿ âáëèçè ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ýòîì ñëó÷àå îáåñïå-
÷èâàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñèëîé Ëîðåíöà.

Åñëè óñëîâèÿ (3) èëè (4) íå âûïîëíåíû, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîðíåé ω2
1,2

ïåðåñòàåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì è ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå îòâå÷àåò óõîäó ÷àñòèöû
îò íà÷àëà êîîðäèíàò (ðèñ. 34).
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23.3. ×àñòèöà âíóòðè ãëàäêîãî âðàùàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà
â ïîëå òÿæåñòè
Ðàññìîòðèì ãëàäêèé ïàðàáîëîèä

z =
x2

2a
+

y2

2b
,

âðàùàþùèéñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè z ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω. Óñêîðå-
íèå ñèëû òÿæåñòè g = (0, 0, −g). Íàéäåì, ïðè êàêîì çíà÷åíèè Ω íèæíåå ïîëîæåíèå
íåóñòîé÷èâî äëÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè ïàðàáîëîèäà.

Ïóñòü r è v � ðàäèóñ-âåêòîð è ñêîðîñòü ÷àñòèöû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîð-
äèíàò. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â ýòîé ñèñòåìå ðàâíà

L(r,v) =
m

2
(v + [Ω, r])2 + mgr =

=
m

2

[
(ẋ− Ωy)2 + (ẏ + Ωx)2 + ż2 − g

(
x2

a
+

y2

b

)]
.

Äëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ìîæíî îïóñòèòü ñëàãàåìîå mż2/2, òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â � 23.2 ëèøü çàìåíàìè

kx

m
→ g

a
− Ω2 ,

ky

m
→ g

b
− Ω2 , ωB → 2Ω .

Òåïåðü ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äâèæåíèå âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò áóäåò óñòîé÷èâûì
ïðè (g

a
− Ω2

) (g

b
− Ω2

)
> 0 ,

à ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
(g

a
− Ω2

) (g

b
− Ω2

)
< 0

÷àñòèöà óõîäèò îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ñ÷èòàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè a > b, ïîëó÷àåì
îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè

g

a
< Ω2 <

g

b
.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè Ω2 > g/b äâèæåíèå óñòîé÷èâî, õîòÿ ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà

U = −m

2

(
Ω2 − g

a

)
x2 − m

2

(
Ω2 − g

b

)
y2

ïðåäñòàâëÿåò íå ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó, à ïîòåíöèàëüíûé ãîðá. Óñòîé÷èâîñòü â ýòîì
ñëó÷àå îáåñïå÷èâàåòñÿ äåéñòâèåì ñèëû Êîðèîëèñà.

23.4. Òî÷êè Ëàãðàíæà â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå
Èíòåðåñíûé ïðèìåð ïðîÿâëåíèÿ ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë � äâèæåíèå ãðóïï àñòå-

ðîèäîâ ïîä âîçäåéñòâèåì Ñîëíöà è Þïèòåðà âáëèçè òàê íàçûâàåìûõ òî÷åê Ëàãðàí-
æà10. Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ïðåäñòàâëÿòü îðáèòó Þïèòåðà îêðóæíîñòüþ. Â ñèñòåìå

10Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â çàäà÷å 9.27 èç [3].
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îòñ÷¼òà, âðàùàþùåéñÿ ñ òàêîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ñ êàêîé Þïèòåð äâèæåòñÿ âî-
êðóã Ñîëíöà, íà àñòåðîèä äåéñòâóþò ïîòåíöèàëüíûå ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ê Ñîëíöó è
Þïèòåðó è öåíòðîáåæíàÿ ñèëà èíåðöèè. Òî÷êàìè Ëàãðàíæà íàçûâàþò òàêèå òî÷êè,
â êîòîðûõ ñóììà ýòèõ ñèë ðàâíà íóëþ. Äâå òàêèõ òî÷êè äâèæóòñÿ ïî îðáèòå Þïèòå-
ðà íà 60◦ âïåðåäè è ïîçàäè íåãî. Èíà÷å ãîâîðÿ, Ñîëíöå, Þïèòåð è òî÷êà Ëàãðàíæà
îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò, îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæåíèå â
ïëîñêîñòè îðáèòû, èìååò âáëèçè òî÷êè Ëàãðàíæà ìàêñèìóì. Îäíàêî äâèæåíèå àñòå-
ðîèäà âáëèçè òî÷êè Ëàãðàíæà îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì èç-çà âëèÿíèÿ êîðèîëèñîâîé
ñèëû.

Âáëèçè óêàçàííûõ òî÷åê Ëàãðàíæà, äåéñòâèòåëüíî, íàáëþäàþòñÿ àñòåðîèäû.

� 24. Êîëåáàíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì
Ìíîãèå ñèñòåìû � ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðîòåõíè÷åñêèå óñòðîéñòâà, êðèñòàëëè÷å-

ñêàÿ ðåø¼òêà òâ¼ðäîãî òåëà, ìîëåêóëû è ò. ä. � îáëàäàþò òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâà-
ìè ñèììåòðèè. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ñèììåòðè÷íûõ ìîëåêóë. Ëèíåéíàÿ ìîëåêóëà CO2

(ðèñ. 35) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå íà 180◦ âîêðóã îñè y. Ïëîñêàÿ ìîëåêóëà C2H4

(ðèñ. 36) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòàõ íà 180◦ âîêðóã îñè x èëè âîêðóã îñè y, ïðè
çåðêàëüíîì îòðàæåíèè â ïëîñêîñòè xz èëè â ïëîñêîñòè yz. Ïëîñêàÿ ìîëåêóëà õëîðè-
äà áîðà BCl3 (ðèñ. 37) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå íà 120◦ èëè íà 240◦ âîêðóã îñè z.
Ýòè ñâîéñòâà ìîëåêóë íàõîäÿò ñâîå îòðàæåíèå â ñïåöèôèêå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
ìîëåêóë è, ñîîòâåòñòâåííî, â ñïåêòðàõ èçëó÷åíèÿ, ïîãëîùåíèÿ è êîìáèíàöèîííîãî
ðàññåÿíèÿ ñâåòà.

y

x

O O

C

y

xC C

H

H H

H

y

xB

Cl Cl

Cl

Ðèñ. 35. Ìîëåêóëà CO2 Ðèñ. 36. Ìîëåêóëà C2H4 Ðèñ. 37. Ìîëåêóëà BCl3

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàññìîòðåíèå òàêèõ ñâîéñòâ ñèììåòðèè ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
òåîðèè ãðóïï. Çäåñü ìû äàäèì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî íåñêîëüêèõ ïîëåçíûõ ñâîéñòâ
ñèñòåì ñ ïðîñòîé ñèììåòðèåé.

Ïóñòü ñèñòåìà, ñîâåðøàþùàÿ ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ (à ñëåäîâàòåëüíî, è å¼ ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà L(x, ẋ, t)), íå èçìåíÿåò ñâîåãî âèäà ïðè çàìåíå

x → Ŝ x , ẋ → Ŝ ẋ , (24.1)

ïðè÷åì ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Sij, îáðàçóþùèå ìàòðèöó Ŝ, óäîâëåòâîðÿþò
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óñëîâèÿì11

Ŝ = ŜT , ŜŜ = Ê . (24.2)

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò ñèììåòðèåé S. Îêàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûå
êîëåáàíèÿ òàêîé ñèñòåìû òàêæå îáëàäàþò îïðåäåë¼ííûìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè.

Ïóñòü x = A cos(ωt + ϕ) � êàêîå-ëèáî íîðìàëüíîå êîëåáàíèå. Òàê êàê çàìåíà
x → Ŝx íå èçìåíÿåò ëàãðàíæèàíà è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, òî Ŝx
òàêæå åñòü íîðìàëüíîå êîëåáàíèå ñ òîé æå ñàìîé ÷àñòîòîé. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäó-
þùåå:

à) åñëè äàííàÿ ÷àñòîòà íåâûðîæäåíà, òî Ŝx ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò x ëèøü îáùèì
ìíîæèòåëåì, ò. å. Ŝx = λx. Òàê êàê ŜŜ = Ê, òî ŜŜx = λŜx = λ2x = x, èëè λ = ± 1.
Òàêèì îáðàçîì, êîëåáàíèå x = A cos(ωt + ϕ), ÷àñòîòà êîòîðîãî íåâûðîæäåíà, ÿâëÿ-
åòñÿ ëèáî ñèììåòðè÷íûì ŜA = A, ëèáî àíòèñèììåòðè÷íûì ŜA = −A îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèÿ S;

á) åñëè äàííàÿ ÷àñòîòà âûðîæäåíà, òî Ŝ x ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò x íå òîëüêî îáùèì
ìíîæèòåëåì. Íî ñóììà è ðàçíîñòü ýòèõ äâóõ ðåøåíèé

x± Ŝx = (A± ŜA) cos(ωt + ϕ)

òàêæå áóäóò íîðìàëüíûìè êîëåáàíèÿìè ñ òîé æå ñàìîé ÷àñòîòîé, ïðè÷¼ì ñóììà
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, à ðàçíîñòü � àíòèñèììåòðè÷íûì êîëåáàíèåì îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèÿ S;

â) ïóñòü íà ñèñòåìó äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F(t), ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî
äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

ŜF(t) = +F(t) .

Åñëè xa � àíòèñèììåòðè÷íîå êîëåáàíèå, ò. å. Ŝxa = −xa, òî
(
Ŝ F(t), Ŝ xa

)
= − (F(t),xa) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
(
Ŝ F(t), Ŝ xa

)
=

(
F(t), ŜT Ŝ xa

)
= + (F(t),xa)

â ñèëó ñâîéñòâ (2). Îòñþäà ïîëó÷àåì (F(t),xa) = 0, ò. å. ïðîåêöèÿ ñèëû íà äàííîå
êîëåáàíèå ðàâíà íóëþ è ïîýòîìó ñèììåòðè÷íàÿ ñèëà íå âëèÿåò íà àíòèñèììåòðè÷íûå
êîëåáàíèÿ (ñð. � 21). Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àíòèñèììåòðè÷íàÿ ñèëà íå
âëèÿåò íà ñèììåòðè÷íîå êîëåáàíèå.

Ïðîñòîé ïðèìåð. Äâå îäèíàêîâûå ÷àñòèöû ñîåäèíåíû îäèíàêîâûìè
ïðóæèíêàìè è ìîãóò äâèãàòüñÿ òîëüêî âäîëü ïðÿìîé AB (ðèñ. 38). Ïóñòü x1

è x2 � ñìåùåíèÿ ÷àñòèö èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ñèñòåìà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
ïîâîðîòå íà 180◦ âîêðóã îñè y, ò. å. ëàãðàíæèàí ñèñòåìû

L =
1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2)−

k

2

[
x2

1 + (x1 − x2)
2 + x2

2

]
(24.3)

11Óñëîâèå ŜŜ = E èëè
∑

j SijSjk = δik îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äâóêðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåìà âîç-
âðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ, ðàññìîòðåííûå âûøå
äëÿ ïðèìåðîâ íà ðèñ. 35 è 36. Íàïðîòèâ, â ïîñëåäíåì ïðèìåðå, íà ðèñ. 37, äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå
ïîâîðîòà íà 120◦ íå âîçâðàùàåò ñèñòåìó â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå.
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k k km m

y

xA B

Ðèñ. 38. Ïðîñòàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñèñòåìà

íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå

x =

(
x1

x2

)
→ Ŝ x =

(−x2

−x1

)
, Ŝ =

(
0 −1
−1 0

)
. (24.4)

xs

x1

xa

x2

Ðèñ. 39. Âåêòîðû íîð-
ìàëüíûõ êîëåáàíèé
ñèñòåìû, èçîáðàæ¼ííîé

íà ðèñ. 38

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà Ŝ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (2). Çíà÷èò âñå êîëåáàíèÿ ýòîé ñèñòåìû íåïðåìåííî
áóäóò ëèáî ñèììåòðè÷íûìè, Ŝ xs = +xs, ëèáî àíòèñèììåò-
ðè÷íûìè, Ŝ xa = −xa. Ýòèõ òðåáîâàíèé â äàííîì ñëó÷àå
äîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèäà íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé
(ðèñ. 39):

xs =

(
1
−1

)
as cos(ωst + ϕs) , xa =

(
1
1

)
aa cos(ωat + ϕa) .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òî÷êè A è B îäíîâðåìåííî
äâèæóòñÿ ïî çàêîíó xA = xB = b cos(γt + ϕ). Ýòî çíà÷èò,
÷òî íà ñèñòåìó âîçäåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà

F(t) =

(
1
1

)
k b cos(γt + ϕ) .

Ñèëà ýòà àíòèñèììåòðè÷íà: Ŝ F(t) = −F(t), âåêòîð ñèëû íàïðàâëåí ïî xa è îðòîãî-
íàëåí xs. Ïîýòîìó äàííàÿ ñèëà íå âëèÿåò íà ñèììåòðè÷íîå êîëåáàíèå è âûçûâàåò
ðåçîíàíñíóþ ðàñêà÷êó ëèøü àíòèñèììåòðè÷íîãî êîëåáàíèÿ (ïðè γ → ωa).

Áîëåå ñëîæíûå è ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû, êàñàþùèåñÿ êîëåáàíèé ìîëåêóë,
èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 35�37, ìîæíî íàéòè â [3, çàäà÷è 6.46, 6.48, 6.50à].

Çàäà÷è
24.1. Íàéòè íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû ñèñòåìû ÷åòûð¼õ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö íà

êîëüöå (ðèñ. 40). Óêàçàíèå: óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè è âçàèì-
íîé îðòîãîíàëüíîñòè íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé.

24.2. Íàéòè íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ÷åòûðåõ ÷àñòèö íà êîëüöå (ðèñ. 41).

� 25. Êîëåáàíèÿ ìîëåêóë
Ìîëåêóëà èç N àòîìîâ èìååò 3N ñòåïåíåé ñâîáîäû, ñîîòâåòñòâóþùèõ 3N êîìïî-

íåíòàì ðàäèóñîâ âåêòîðîâ àòîìîâ r1, r2, . . . rN . Ïðè íàõîæäåíèè íîðìàëüíûõ êîëå-
áàíèé ìîëåêóëû ñëåäóåò èñêëþ÷èòü ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå è âðàùåíèå ìîëåêóëû
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Ðèñ. 40. Ê çàäà÷å 24.1 Ðèñ. 41. Ê çàäà÷å 24.2

êàê öåëîãî12. Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ìîëåêóëû ìîæíî èñêëþ÷èòü, ïåðåéäÿ â ñè-
ñòåìó öåíòðà èíåðöèè, â êîòîðîé êîîðäèíàòû àòîìîâ ñâÿçàíû óñëîâèåì

N∑
a=1

mara = 0 , (25.1)

ãäå ma � ìàññà a-ãî àòîìà. Ïóñòü ua � ñìåùåíèå a-ãî àòîìà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
îïðåäåëÿåìîãî ðàäèóñîì âåêòîðîì ra0, òîãäà

ra = ra0 + ua , ṙa = u̇a . (25.2)

Ïîñêîëüêó â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ
N∑

a=1

mara0 = 0 ,

òî óñëîâèå (1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
N∑

a=1

maua = 0 . (25.3)

Ýòî æå óñëîâèå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå íàì ñîîòíîøåíèÿ îðòîãî-
íàëüíîñòè íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé (ñì. � 20). Ìàëûå êîëåáàíèÿ ìîëåêóëû îïèñûâà-
þòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà

L(u, u̇) =
1

2

N∑
a=1

mau̇
2
a −

1

2

N∑

a,b=1

(
ua, k̂abub

)
, (25.4)

ãäå k̂ab � ìàòðèöà æ¼ñòêîñòåé. Ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

maüa +
N∑

b=1

k̂abub = 0 (25.5)

12Äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ è ÿäåð â ìîëåêóëå îïðåäåëÿåòñÿ íå êëàññè÷åñêîé, à êâàíòîâîé ìåõàíè-
êîé. Òåì íå ìåíåå, ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî áûñòðîìó äâèæåíèþ ýëåêòðîíîâ ìîæíî â îïðåäåëåííîì
ïðèáëèæåíèè ðàññìàòðèâàòü êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ÿäåð êàê êëàññè÷åñêîå.
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ïîìèìî ðåøåíèé
x(α) = (u1, . . . ,uN) , (25.6)

îòâå÷àþùèõ íîðìàëüíûì êîëåáàíèÿì ñ íåíóëåâûìè ÷àñòîòàìè ωα, åñòü òàêæå ðåøå-
íèÿ ñ ÷àñòîòîé ω0 = 0, îòâå÷àþùèå äâèæåíèþ ìîëåêóëû êàê öåëîãî ñî ñêîðîñòüþ V:

x(0) = (Vt, . . . ,Vt) , (25.7)

Ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè â ìåòðèêå ìàññ (20.5a) ðåøåíèé (6) è (7) èìåþò âèä

Vt ·
N∑

a=1

maua = 0 ,

à èç ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà V êàê ðàç è ñëåäóåò óñëîâèå (3).
Âðàùåíèå ìîëåêóëû êàê öåëîãî ìîæíî èñêëþ÷èòü, òðåáóÿ, ÷òîáû ìîìåíò èì-

ïóëüñà ìîëåêóëû áûë ðàâåí íóëþ. Ïðîùå, îäíàêî, ïîëó÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (5),
îòâå÷àþùåå ìàëîìó ïîâîðîòó ìîëåêóëû êàê öåëîãî íà óãîë ε = Ω δt:

x(0) = ([ε, r10], . . . , [ε, rn0]) , (25.8)

è ñíîâà èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè (20.5a) äëÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ
è íîðìàëüíîãî êîëåáàíèÿ (6):

N∑
a=1

[ε, ra0] ·maua = 0

èëè

ε ·
N∑

a=1

ma [ra0,ua] = 0 .

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà ε ñëåäóåò óñëîâèå
N∑

a=1

ma [ra0,ua] = 0 . (25.9)

Äëÿ ëþáûõ ìîëåêóë, êðîìå ëèíåéíûõ, äâà âåêòîðíûõ óñëîâèÿ (3) è (9) îòâå÷àþò
øåñòè èäåàëüíûì ãîëîíîìíûì ñâÿçÿì, ïîýòîìó ÷èñëî íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé òàêèõ
ìîëåêóë ðàâíî 3N − 6. Äëÿ ëèíåéíîé ìîëåêóëû, àòîìû êîòîðîé ðàñïîëîæåíû, ñêà-
æåì âäîëü îñè z, óñëîâèå (9) ïðèâîäèò ëèøü ê äâóì èäåàëüíûì ãîëîíîìíûì ñâÿçÿì
äëÿ x è y êîìïîíåíò âåêòîðîâ ua, ïîýòîìó ÷èñëî íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé ëèíåéíîé
ìîëåêóëû ðàâíî 3N − 5.

Çàäà÷è
25.1. Íàéòè íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîé ñèììåòðè÷íîé ìîëåêóëû CO2 (ñì.

ðèñ. 35). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìîëåêóëû çàâèñèò òîëüêî îò
ðàññòîÿíèé O�C è C�O è îò óãëà OCO.

25.2. Êëàññèôèöèðîâàòü ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ìîëåêóëû ýòèëåíà C2H4 ïî èõ
ñâîéñòâàì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñåé AB è CD (ñì. ðèñ. 36). Â ïîëîæåíèè ðàâ-
íîâåñèÿ âñå àòîìû ìîëåêóëû ðàñïîëîæåíû â îäíîé ïëîñêîñòè.
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� 26. Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê
Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ ìû ðàññìîòðèì ïðîñòûå ïðèìåðû öåïî÷åê ÷à-

ñòèö, ñîåäèí¼ííûõ ïðóæèíêàìè. Ýòî ïðîñòåéøèå ìîäåëè, èñïîëüçóåìûå â òåîðèè
òâ¼ðäîãî òåëà. Äâèæåíèå àòîìîâ â òâ¼ðäîì òåëå îïèñûâàåòñÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé.
Îäíàêî, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î êëàññè÷åñêèõ öåïî÷êàõ ïîíÿòèÿ îêàçûâà-
þòñÿ âåñüìà ïîëåçíûìè è â êâàíòîâîé òåîðèè. Ýëåêòðè÷åñêèå àíàëîãè òàêèõ öåïî÷åê
� èñêóññòâåííûå ëèíèè, ñîñòîÿùèå èç êîíäåíñàòîðîâ è èíäóêòèâíîñòåé � íàõîäÿò
ïðèìåíåíèå â ðàäèîòåõíèêå.

26.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Ïóñòü N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ìàññû m êàæäàÿ ñîåäèíåíû îäèíàêîâûìè ïðóæèí-

êàìè æ¼ñòêîñòè k è íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè íà ðàññòîÿíèè l äðóã îò
äðóãà, òàê ÷òî êîîðäèíàòà Xn = n · l. Êîíöû öåïî÷êè çàêðåïëåíû â òî÷êàõ A è B
(ðèñ. 42). Åñëè äëèíà ïðóæèíêè â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà l0, òî íàòÿæåíèå

k k k k km m m

X1 X2 XN

A B

y

x

Ðèñ. 42. Öåïî÷êà ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè

êàæäîé ïðóæèíêè ðàâíî f = k(l − l0). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ
÷àñòèö òîëüêî â íàïðàâëåíèè îñè y (âîçìîæíûå ïðè ýòîì ñìåùåíèÿ â íàïðàâëåíèè
îñè x îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè âòîðîãî ïîðÿäêà è èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü). Ïóñòü yn �
ñìåùåíèå èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ n-é ÷àñòèöû âäîëü îñè y. Âîçâðàùàþùàÿ ñèëà,

yn−1

yn

(n − 1)l nl

α

x

Ðèñ. 43. Ê âû÷èñëåíèþ ñèëû, äåéñòâóþùåé íà n-þ ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû n-é ïðóæèíêè

äåéñòâóþùàÿ íà n-þ ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû n-é ïðóæèíêè, ðàâíà

Fn = −f sin α = −f
yn − yn−1

l

(ðèñ. 43). Â èòîãå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ öåïî÷êè îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

L =
m

2

N∑
n=1

ẏ2
n −

f

2l

N+1∑
n=1

(yn − yn−1)
2 , (26.1)
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ãäå äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìû ââåëè ôèêòèâíûå ñìåùåíèÿ êîí-
öîâ öåïî÷êè y0 è yN+1 è ïîëîæèëè

y0 ≡ 0, yN ≡ 0 . (26.2)

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èìåþò âèä

ÿn + ω2
0 (2yn − yn−1 − yn+1) = 0 , ω0 =

√
f

ml
, n = 1, 2, . . . , N . (26.3)

Ðåøåíèå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ýòîé ñèñòåìû ïî îáùèì ïðàâèëàì (ñì. � 19) áûëî áû
ñëèøêîì ãðîìîçäêî. Óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèì ïðè¼ìîì. Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîá-
ðàæåíèé ìîæíî ïðåäâèäåòü, ÷òî íîðìàëüíûìè êîëåáàíèÿìè äîëæíû áûòü ñòîÿ÷èå
âîëíû. Óäîáíî, îäíàêî, íà÷àòü èçó÷åíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3), íå îáðàùàÿ âíèìà-
íèÿ íà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) è ñ÷èòàÿ ÷èñëî ÷àñòèö íåîãðàíè÷åííûì. Òîãäà ñèñòåìà
óðàâíåíèé (3) îïèñûâàåò áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó, äëÿ êîòîðîé ëåãêî íàéòè ðåøåíèÿ â
âèäå áåãóùèõ âîëí.

26.2. Áåãóùèå âîëíû
Áóäåì èñêàòü ãàðìîíè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè â âèäå

yn(t) = Re
[
eiωtf(Xn)

]
, Xn = n · l , (26.4a)

ãäå ôóíêöèÿ f(Xn) ñîîòâåòñòâóåò àìïëèòóäå êîëåáàíèé n-é ÷àñòèöû. Òàê êàê ïðè
ñäâèãå íà l âäîëü îñè x ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè íå èçìåíÿåòñÿ,
ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

Re
[
eiωtf(Xn + l)

]
(26.4b)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì ðåøåíèåì è ïîòîìó f(Xn + l) îòëè÷àåòñÿ îò f(Xn)
ëèøü íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü λ:

f(Xn + l) = λf(Xn) (26.5a)

è äàëåå
f(Xn + l) = λf(Xn) = λ2f(Xn−1) = . . . = λnf(X1) . (26.5b)

Ïðîâåðèì, ÷òî òàêîå ïðåäïîëîæåíèå äåéñòâèòåëüíî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå
çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè. Ïîäñòàâèì (4a) â óðàâíåíèå (3), òîãäà ñ ó÷åòîì (5)
ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåä¼òñÿ ê îäíîìó àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíå-
íèþ

ω2 = ω2
0

(
2− λ− 1

λ

)
, (26.6)

îïðåäåëÿþùåìó ñâÿçü ω è λ. Îòñþäà íàõîäèì

λ1,2 = d±
√

d2 − 1 , d = 1− ω2

2ω2
0

.

Îòìåòèì, ÷òî λ1λ2 = 1. Ïðè ω < 2ω0 âåëè÷èíà d < 1 è êîðíè λ1,2 êîìïëåêñíî ñî-
ïðÿæåíû: λ1 = λ∗2 è |λ1,2| = 1, òàêîå ðåøåíèå, êàê ìû óâèäèì äàëåå, ñîîòâåòñòâóåò
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áåãóùèì âîëíàì. Ïðè ω > 2ω0 âåëè÷èíà d2 > 1 è êîðíè λ1,2 âåùåñòâåííû è îòðèöà-
òåëüíû: λ1,2 < 0 è |λ1| > 1, |λ2| < 1, òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèÿì, ïðè
êîòîðûõ àìïëèòóäû êîëåáàíèé ÷àñòèö âîçðàñòàþò (ïàäàþò) âäîëü öåïî÷êè.

Ïðè |λ| = 1 âåëè÷èíó λ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

λ = e∓iϕ , (26.7a)

ïîýòîìó
ω2 = 4ω2

0 sin2 ϕ

2
(26.8)

è
yn = Re

[
Aei(ωt∓nϕ)

]
. (26.9a)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå K = ϕ/l, òîãäà

λ = e∓iKl (26.7b)

è ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ áåãóùèå ïî îñè X èëè ïðîòèâ îñè X âîëíû

yn = Re
[
Aei(ωt∓KXn)

]
. (26.9b)

×àñòîòà ω îïðåäåëÿåò ïåðèîä êîëåáàíèé âî âðåìåíè T = 2π/ω, àíàëîãè÷íî, âîëíîâîé
âåêòîð K îïðåäåëÿåò �ïåðèîä� êîëåáàíèé â ïðîñòðàíñòâå � äëèíó âîëíû

Λ =
2π

K
=

2πl

ϕ
. (26.10)

Èç (9) âèäíî, ÷òî ϕ åñòü ðàçíîñòü ôàç êîëåáàíèé ñîñåäíèõ ÷àñòèö. Óðàâíåíèå (8)
óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ÷àñòîòû ñ ýòîé ðàçíîñòüþ ôàç (èëè ñ âîëíîâûì âåêòîðîì) �
ýòî òàê íàçûâàåìûé çàêîí äèñïåðñèè. Èç íåãî âèäíî, ÷òî ÷àñòîòû áåãóùèõ ïî áåñ-
êîíå÷íîé öåïî÷êå âîëí ëåæàò â èíòåðâàëå 0 < ω < 2ω0. Òî÷êà ïîñòîÿííîé ôàçû
ωt∓KXn = const ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü îñè x ïî çàêîíó

Xn = ± ω

K
t− const

K
. (26.11)

Ïðè λ < 0 âåëè÷èíó λ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

λ = −e±ψ = −e∓κl, ψ = κl , (26.12)

ïîýòîìó
ω2 = 4ω2

0 ch2 ψ

2
, (26.13)

Â ýòîì ñëó÷àå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïàäàþò (èëè âîçðàñòàþò) ñ ðîñòîì Xn:

yn = Re
[
(−1)nAeiωt∓κXn

]
= Re

[
(−1)nAe∓nψeiωt

]
. (26.14)

Èç (13) âèäíî, ÷òî ÷àñòîòû òàêèõ ðåøåíèé ëåæàò â èíòåðâàëå ω > 2ω0. Ðåøåíèÿ (13),
(14) ìîæíî ïîëó÷èòü èç (8), (9) ïðè ôîðìàëüíîé çàìåíå

ϕ → π − iψ. (26.15)
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Èòàê, ìû íàøëè äâà âèäà êîëåáàíèé â áåñêîíå÷íîé öåïî÷êå: (7), (8) è (13), (14).
Áåãóùèå âîëíû (7), (8) ìû èñïîëüçóåì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñâîáîä-
íûõ êîëåáàíèé öåïî÷êè ñ çàêðåïë¼ííûìè êîíöàìè, à ðåøåíèÿ (13), (14) ïîíàäîáÿòñÿ
íàì â � 28 ïðè èçó÷åíèè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé.

Åñòü åùå îäíà õàðàêòåðèñòèêà � ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè, êîòîðàÿ îêàçû-
âàåòñÿ ñóùåñòâåííî ðàçíîé äëÿ ýòèõ äâóõ âèäîâ êîëåáàíèé. Ýíåðãèÿ, ïåðåäàííàÿ îò
(n−1)-é ÷àñòèöû ê n-é ÷àñòèöå çà âðåìÿ dt, ðàâíà ðàáîòå ñèëû Fn = −mω2

0 (yn−yn−1),
äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû n-é ïðóæèíêè, ïî ïåðåìåùåíèþ n-é ÷àñòèöû íà ðàññòîÿíèå
dyn = ẏn dt:

dE = Fn dyn = −mω2
0 (yn − yn−1) ẏn dt.

Ïîýòîìó ïîòîê ýíåðãèè, ïåðåíîñèìûé âîëíîé âäîëü îñè X, ðàâåí

dE

dt
= −mω2

0 (yn − yn−1) ẏn .

Ïðè óñðåäíåíèè ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè äëÿ ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùåé
âîëíû (9) ðàâåí 〈

dE

dt

〉
= ±1

2
mω2

0 ω|A|2 sin ϕ .

Äëÿ ðåøåíèÿ (14) óñðåäí¼ííûé ïîòîê ýíåðãèè ðàâåí íóëþ.

26.3. Ñòîÿ÷èå âîëíû è ñïåêòð
Âîçâðàòèìñÿ ê çàäà÷å î öåïî÷êå ñ çàêðåïë¼ííûìè êîíöàìè. Ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

(2) ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, ïîäáèðàÿ ñóïåðïîçèöèþ áåãóùèõ â îáå ñòîðîíû âîëí:

yn = A(+)e
i(ωt+nϕ) + A(−)e

i(ωt−nϕ) .

Óñëîâèå y0 = 0 äàåò A(−) = −A(+) èëè

yn = Re
[
2iA(+) sin nϕ eiωt

]
= A sin nϕ cos(ωt + χ) , 2iA(+) = Aeiχ , (26.16)

ò. å. ñòîÿ÷èå âîëíû, àìïëèòóäû êîòîðûõ ñèíóñîèäàëüíî çàâèñÿò îò íîìåðà ÷àñòèöû
n. Èç óñëîâèÿ íà äðóãîì êîíöå yN+1 = 0 èëè

sin(N + 1)ϕ = 0

îïðåäåëÿþòñÿ âîçìîæíûå äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå
sin(N + 1)ϕ = 0 ïðèâîäèò ê N íåçàâèñèìûì ðåøåíèÿì

ϕα =
πα

N + 1
, α = 1, 2, ..., N , (26.17)

òàê êàê α = 0 è α = N + 1 äàþò íóëåâûå ðåøåíèÿ yn = 0, à äëÿ α = N + s ôàçà
ϕN+s = 2π − ϕNs + 2, ò. å. ðåøåíèÿ ñ α = N + s âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ ñ
α = N − s + 2.

Èç (8), (17) íàõîäèì N ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò (ðèñ. 44):

ωα = 2ω0 sin
πα

2(N + 1)
, α = 1, 2, . . . , N . (26.18)
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1 2 N

α

ω
α

2ω0

Ðèñ. 44. Ñïåêòð ÷àñòîò äëÿ öåïî÷êè ðèñ. 42

Ñ ðîñòîì ÷èñëà N ÷èñëî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò óâåëè÷èâàåòñÿ, íî âñå îíè ðàñïîëàãàþò-
ñÿ â èíòåðâàëå 0 < ωα < 2ω0. Ýòîò èíòåðâàë íàçûâàþò ðàçðåø¼ííîé çîíîé â îòëè÷èå
îò çàïðåù¼ííîé çîíû ω > 2ω0.

Âåêòîð íîðìàëüíîãî êîëåáàíèÿ, îòâå÷àþùåãî α-îé ÷àñòîòå, èìååò âèä

y(α) = const ·




sin ϕα

sin 2ϕα...
sin Nϕα


 Qα(t); Qα(t) = aα cos(ωαt + χα) . (26.19)

Ôàçå ϕα ñîîòâåòñòâóåò äëèíà âîëíû (10)

Λα =
2π

Kα

=
2πl

ϕα

=
2L

α
, α = 1, 2, ..., N , (26.20)

ãäå L = l · (N + 1) � ïîëíàÿ äëèíà öåïî÷êè, òàê ÷òî α-å íîðìàëüíîå êîëåáàíèå
ñîîòâåòñòâóåò òàêîé ñòîÿ÷åé âîëíå, ó êîòîðîé íà äëèíå öåïî÷êè óêëàäûâàåòñÿ ðîâíî
α ïîëóâîëí.

Âûáåðåì â ôîðìóëå (19)

const =
1√

N∑
n=1

sin2 nϕα

=

√
2

N + 1
,

òîãäà ðàçëè÷íûå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ îêàæóòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè:

(y(α),y(β)) = δαβQ2
α .

Îáùåå ðåøåíèå åñòü ñóïåðïîçèöèÿ âñåõ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé

yn =
N∑

α=1

UnαQα(t) , Unα =

√
2

N + 1
sin

πnα

N + 1
, (26.21)

à ëàãðàíæèàí (1) â ïåðåìåííûõ Qα èìååò âèä

L =
N∑

α=1

Lα; Lα =
m

2

(
Q̇2

α − ω2
αQ2

α

)
, (26.22)
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îòâå÷àþùèé íàáîðó N ðàçëè÷íûõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ.
Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ìàññû m, ñâÿçàííûõ

îäèíàêîâûìè ïðóæèíêàìè æ¼ñòêîñòè k è ìîãóùèõ äâèãàòüñÿ íà ýòîò ðàç òîëüêî ïî
ïðÿìîé AB (ðèñ. 40). Ïóñòü xn � ñìåùåíèå n-îé ÷àñòèöû èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé öåïî÷êè èìåþò âèä (ïðè
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ x0 = xN+1 ≡ 0)

ẍn + ω2
0 (2xn − xn−1 − xn+1) = 0 , ω0 =

√
k

m
, n = 1, 2, . . . , N (26.23)

è ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè (3) ïðè çàìåíå yn → xn.

Çàäà÷è
26.1. Îïðåäåëèòü íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ìàññû m,

ñâÿçàííûõ îäèíàêîâûìè ïðóæèíêàìè æ¼ñòêîñòè k è ìîãóùèõ äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé
(ðèñ. 45) ïðè óñëîâèè, ÷òî îäèí èç êîíöîâ ñâîáîäåí.

k m

x1 x2 xN

x

Ðèñ. 45. Öåïî÷êà ñ îäíèì ñâîáîäíûì êîíöîì (ê çàäà÷å 26.1)

A

Ðèñ. 46. Çàìêíóòàÿ öåïî÷êà íà êîëüöå (ê çàäà÷å 26.2)

26.2.Íàéòè ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ N ÷àñòèö, ñîåäèí¼ííûõ ïðóæèíêàìè è ìîãóùèõ
äâèãàòüñÿ ïî êîëüöó (ðèñ. 46). Ìàññû âñåõ ÷àñòèö è æ¼ñòêîñòè ïðóæèíîê îäèíàêîâû.
Ïóñòü äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåãóùóþ ïî êîëüöó âîëíó. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïîòîê
ýíåðãèè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü.

� 27. Àêóñòè÷åñêèå è îïòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ëèíåé-
íûõ öåïî÷åê

Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîé îêàçûâàåòñÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ öåïî÷êè, îáðàçîâàííîé
÷åðåäóþùèìèñÿ ÷àñòèöàìè ñ ðàçíûìè ìàññàìè m è M . ×èñëî ÷àñòèö ðàâíî 2N .
×àñòèöû ñîåäèíåíû îäèíàêîâûìè ïðóæèíêàìè æ¼ñòêîñòè k è ìîãóò äâèãàòüñÿ âäîëü
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k km M m M

x1 x2 x2N

A B

Ðèñ. 47. Öåïî÷êà ÷åðåäóþùèõñÿ ÷àñòèö ñ ìàññàìè m è M

ïðÿìîé AB, êîíöû öåïî÷êè A è B çàêðåïëåíû (ðèñ. 47). Ïóñòü xn � ñìåùåíèå n-é
÷àñòèöû èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé öåïî÷êè èìåþò
âèä

mẍ2n−1 + k(2x2n−1 − x2n−2 − x2n) = 0 ,

Mẍ2n + k(2x2n − x2n−1 − x2n+1) = 0,

ïðè÷¼ì x0 = x2N+1 ≡ 0, n = 1, 2, . . . N . Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ
ñòîÿ÷èå âîëíû ðàçíîé àìïëèòóäû äëÿ ë¼ãêèõ è òÿæ¼ëûõ ÷àñòèö:

x2n−1 = Aα sin [(2n− 1)ϕα] cos(ωαt + χα) ,

x2n = Bα sin [2nϕα] cos(ωαt + χα) ,

ãäå
Bα =

2k −mω2
α

2k cos ϕα

Aα , α = 1, 2, . . . , N .

Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ýòèõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

1 2 N

α

ω(+)

ω(−)

√

2k
µ

√

2k
m

√

2k
M

ω

Ðèñ. 48. Ñïåêòð ÷àñòîò äëÿ öåïî÷êè ðèñ. 47

ω2
(∓)α =

k

µ

(
1∓

√
1− 4µ2

mM
sin2 ϕα

)
, µ =

mM

m + M
, ϕα =

πα

2N + 1
, α = 1, 2, . . . N .

Â ýòîì ñëó÷àå âûÿâëÿþòñÿ äâà âèäà êîëåáàíèé: òàê íàçûâàåìûå àêóñòè÷åñêèå, ñî-
îòâåòñòâóþùèå íèçêèì ÷àñòîòàì ω(−)α èç èíòåðâàëà

0 < ω(−)α <

√
2k

M
, (27.1)
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è îïòè÷åñêèå, ñîîòâåòñòâóþùèå âûñîêèì ÷àñòîòàì ω(+)α èç èíòåðâàëà
√

2k

m
< ω(+)α <

√
2k

µ
, (27.2)

(ðèñ. 48). Ýòè äâà èíòåðâàëà (1) è (2) îáðàçóþò ðàçðåø¼ííûå çîíû, ðàçäåë¼ííûå
çàïðåù¼ííîé çîíîé √

2k

M
< ω <

√
2k

m
(27.3)

(ïðè m ¿ M øèðèíà çàïðåù¼ííîé çîíû îêàçûâàåòñÿ áîëüøîé). Îáëàñòü âûñîêèõ
÷àñòîò

ω >

√
2k

µ

òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàïðåù¼ííóþ çîíó.
Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî àìïëèòóäû A(−)α è B(−)α, îòâå÷àþùèå àêóñòè÷åñêèì ÷àñòîòàì,

èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè (ò. å. ñîñåäíèå ÷àñòèöû (2n−1)-ÿ è (2n)-ÿ ñ ìàññàìè m è M
êîëåáëþòñÿ â îäíó ñòîðîíó), a A(+)α è B(+)α äëÿ îïòè÷åñêèõ ÷àñòîò èìåþò ïðîòèâî-

n

n

x
n

x
n

а)

б)

Ðèñ. 49. Ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä êîëåáàíèé öåïî÷êè ðèñ. 47 äëÿ ñëó÷àÿ N = 10,
α = 2, M = 2m: à � äëÿ àêóñòè÷åñêèõ; á � äëÿ îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé

ïîëîæíûå çíàêè (ò. å. ñîñåäíèå ÷àñòèöû êîëåáëþòñÿ â ïðîòèâîôàçå). Ðàñïðåäåëåíèå
àìïëèòóä êîëåáàíèé äëÿ ñëó÷àÿ N = 10, α = 2, M = 2m ïîêàçàíî íà ðèñ. 49, ãäå
íà îñè îðäèíàò îòëîæåíû íîìåðà ÷àñòèö, à íà îñè àáñöèññ � ñîîòâåòñòâóþùèå èì
àìïëèòóäû (ðèñ. 49, à � äëÿ àêóñòè÷åñêèõ è ðèñ. 49, á � äëÿ îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé àìïëèòóäû A(−)α è B(−)α ðàçëè÷àþòñÿ íà-
ñòîëüêî ìàëî, ÷òî ïðàêòè÷åñêè óêëàäûâàþòñÿ íà îäíó è òó æå êðèâóþ íà ðèñ. 49, à.
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� 28. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê
ïîä äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû
Ðàññìîòðèì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè ðèñ. 40, âîçíèêàþùèå â ñëó÷àå, åñëè

ïðàâûé êîíåö öåïî÷êè � òî÷êà B � êîëåáëåòñÿ ïî çàêîíó

yB = b cos(γt + χ)

âäîëü îñè y. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè ýòîì èìåþò ïðåæíèé âèä (26.3), íî âìåñòî
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (26.2) òåïåðü áóäóò óñëîâèÿ

y0 ≡ 0 , yN+1 = b cos(γt + χ) . (28.1)

Ïðè γ < 2ω0 (â ðàçðåøåííîé çîíå) ðåøåíèå åñòåñòâåííî èñêàòü â âèäå

yn = B sin nϕ cos(γt + χ) , (28.2)

àíàëîãè÷íîì (26.14), òàê êàê òàêîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
y0 = 0 è óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (26.3), åñëè òîëüêî ôàçà ϕ ñâÿçàíà ñ èçâåñòíîé ÷à-
ñòîòîé γ ñîîòíîøåíèåì

γ2 = 4ω2
0 sin2 ϕ

2
, (28.3)

àíàëîãè÷íûì (26.8). ×òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ íà ïðàâîì êîíöå, íåîáõîäèìî

B sin(N + 1)ϕ = b ,

÷òî äàåò îêîí÷àòåëüíûé îòâåò äëÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé:

yn = b
sin nϕ

sin(N + 1)ϕ
cos(γt + χ) , (28.4)

Ïðè γ ¿ ω0 èç (3) èìååì ϕ ≈ γ/ω0 ¿ 1 è

yn ≈ n
b

N + 1
cos(γt + χ) ,

ò. å. âñå ÷àñòèöû êîëåáëþòñÿ â ôàçå, à àìïëèòóäû êîëåáàíèé ëèíåéíî âîçðàñòàþò ñ
ðîñòîì íîìåðà ÷àñòèöû. Ïðè γ → ωα, ãäå ωα � îäíà èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò (26.18),
íåïðåìåííî ϕ → ϕα = πα/(N + 1), à àìïëèòóäû êîëåáàíèé ÷àñòèö âîçðàñòàþò äî
áåñêîíå÷íîñòè, ïîñêîëüêó â çíàìåíàòåëå sin(N + 1)ϕ → sin(N + 1)ϕα = 0. Òàêèì
îáðàçîì, â äàííîé öåïî÷êå âîçíèêàþò ðåçîíàíñû íà êàæäîé èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.

Ïðè γ > 2ω0 (â çàïðåù¼ííîé çîíå) ðåøåíèå åñòåñòâåííî èñêàòü â âèäå ñóïåðïîçè-
öèè ðåøåíèé òèïà (26.14):

yn = (−1)n
(
Aenψ + B e−nψ

)
cos(γt + χ) , (28.5)

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (26.3), åñëè

γ2 = 4ω2
0 ch2 ψ

2
. (28.6)
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Óñëîâèå y0 = 0 äàåò A = −B èëè

yn = (−1)n2A sh nψ cos(γt + χ) ,

à èç óñëîâèÿ íà äðóãîì êîíöå

(−1)N+12A sh(N + 1)ψ = b

íàõîäèì
yn = (−1)N+1−n b

sh nψ

sh(N + 1)ψ
cos(γt + χ) . (28.7)

Êîíå÷íî, ýòî ðåøåíèå ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü ïðÿìî èç ðåøåíèÿ (4) ïðè çàìåíå
(26.15). Àìïëèòóäû êîëåáàíèé óáûâàþò ê ëåâîìó êîíöó öåïî÷êè, êàæäàÿ ÷àñòèöà
êîëåáëåòñÿ â ïðîòèâîôàçå ñ ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïðè γ À 2ω0 èìååì γ ≈ ω0e

−ψ è

yn =
b

(−γ2/ω2
0)

N+1−n
cos(γt + χ) , (28.8)

ò. å. àìïëèòóäû êîëåáàíèé óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî ê ëåâîìó êîíöó öåïî÷êè. Ñ ó÷å-
òîì (21.4a) ýòîò ðåçóëüòàò âïîëíå åñòåñòâåíåí. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè γ À 2ω0 (à çíà÷èò,
è γ À ωα) êðàéíÿÿ ïðàâàÿ ÷àñòèöà êîëåáëåòñÿ ñ ìàëîé àìïëèòóäîé è â ïðîòèâîôàçå
ñ âûíóæäåííîé ñèëîé, à (N − 1)-ÿ ÷àñòèöà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîêîèòñÿ. Çàòåì
ìîæíî äâèæåíèå (N − 1)-é ÷àñòèöû ðàññìàòðèâàòü êàê âûíóæäåííîå êîëåáàíèå, âû-
çâàííîå âûíóæäàþùåé ñèëîé áîëüøîé ÷àñòîòû ñî ñòîðîíû N -îé ÷àñòèöû è ò. ä.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíÿåìûå â ðàäèîòåõíèêå äëèííûå öåïî÷êè èç êîíäåíñàòîðîâ è
èíäóêòèâíîñòåé, îïèñûâàþòñÿ òàêèìè æå óðàâíåíèÿìè, êàê è ðàññìîòðåííûå âûøå
ìåõàíè÷åñêèå öåïî÷êè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàäèîòåõíèêè îáñóæäàåìûå öåïî÷êè ìîãóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîëîñîâûå ôèëüòðû, êîòîðûå õîðîøî ïåðåäàþò ýíåðãèþ îò îä-
íîãî êîíöà öåïî÷êè ê äðóãîìó â îáëàñòè ðàçðåøåííûõ ÷àñòîò è ïëîõî � â îáëàñòè
çàïðåùåííûõ.

� 29. Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ. Àíãàðìîíè÷åñêèå
ïîïðàâêè
Ñ ðîñòîì àìïëèòóäû êîëåáàíèé îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè îòêëîíåíèÿ ïîòåíöè-

àëüíîé ýíåðãèè îò êâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ è êîëåáàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåëèíåéíû-
ìè. Ôèçèêà íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáøèðíóþ îáëàñòü ìåõàíèêè.
Ìû ðàññìîòðèì â ýòîì êóðñå òîëüêî íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ ÿâëåíèé â ýòîé áûñòðî
ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòè.

29.1. Îäíîìåðíûå íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå îñîáåííîñòè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé íà ïðèìåðå îäíîìåð-

íîãî äâèæåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå. Ó÷òåì ïîïðàâêè â ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ ìàëîñòè ïî îòêëîíåíèþ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è
çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà â âèäå

L(x, ẋ) =
mẋ2

2
− kx2

2
− mαx3

3
− mβx4

4
,
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ãäå α è β � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè. Êîýôôèöèåíòû çàïèñàíû
â òàêîì âèäå òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âûãëÿäåëî ïðîñòî:

ẍ + ω2
0x = −αx2 − βx3 , (29.1)

ãäå ω2
0 = k/m. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé âðåìåíè ñ

ïåðèîäîì T = 2π/ω, çàâèñÿùèì îò ýíåðãèè. Õîòÿ òî÷íîå ðåøåíèå (ñì. (1.4)) è ìîæåò
áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè, ïîëåçíûì îêàçûâàeòñÿ ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå, ñïðàâåäëèâîå ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé. ×òîáû åãî ïîëó÷èòü
âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ðåøåíèå, êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå ðÿäà Ôóðüå:

x(t) =
∞∑

n=0

an cos nωt . (29.2)

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ an è ÷àñòîòà ω ìîãóò áûòü íàéäåíû èç óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ïðè çàäàííîé ýíåðãèè, à íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè âûáðàíî òàê, ÷òî ïðè t = 0
îòêëîíåíèå x ýêñòðåìàëüíî. Óäîáíî, îäíàêî, ñ÷èòàòü íåçàâèñèìî çàäàâàåìûì ïàðà-
ìåòðîì íå ýíåðãèþ, à àìïëèòóäó îñíîâíîé ãàðìîíèêè

a1 ≡ a ,

à îñòàëüíûå àìïëèòóäû è ÷àñòîòó âûðàæàòü ÷åðåç íåå. Ðàçíîñòü

δω = ω − ω0

çàâèñèò îò àìïëèòóäû a è íàçûâàåòñÿ íåëèíåéíûì ñäâèãîì ÷àñòîòû.
Åñëè ïîäñòàâèòü ðåøåíèå â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà Ôóðüå â óðàâíåíèå è âûðà-

çèòü âñå ñòåïåíè êîñèíóñà â åãî ïðàâîé ÷àñòè ÷åðåç áîëåå âûñîêèå ãàðìîíèêè, òî,
ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ
ãàðìîíèêàõ, ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â êàæäîå èç
êîòîðûõ âõîäèëî áû áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ an è íåèçâåñò-
íàÿ ÷àñòîòà ω.

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïðè ìàëîé íåëèíåéíîñòè ðåøåíèå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò
ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìå-
òîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Â ýòîì ìåòîäå ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è
ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âû÷èñëåíèþ ïîïðàâîê âñå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî
a. Îãðàíè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåì ñìåùåíèÿ x äî òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî a âêëþ÷èòåëüíî
è ñäâèãà ÷àñòîòû äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî a. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðåì
ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ:

x(1) = a cos ωt

ñ íåèçâåñòíîé ÷àñòîòîé ω, êîòîðàÿ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ω0 è áóäåò íàõîäèòüñÿ èç
ïîñëåäóþùèõ ïðèáëèæåíèé.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîäñòàâëÿåì x(1) ñ íåèçâåñòíîé ÷àñòîòîé â
ìàëóþ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) è âûðàæàåì ñòåïåíè êîñèíóñà ÷åðåç êîñèíóñû
ãàðìîíèê:

cos2 ωt =
1

2
+

1

2
cos 2ωt , cos3 ωt =

3

4
cos ωt +

1

4
cos 3ωt .
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Óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä óðàâíåíèÿ ñ çàäàííîé âûíóæäàþùåé ñèëîé, ñîäåðæàùåé
âñå ãàðìîíèêè äî òðåòüåé âêëþ÷èòåëüíî:

ẍ + ω2
0x = −1

2
αa2 (1 + cos 2ωt)− 1

4
βa3 (3 cos ωt + cos 3ωt) .

Èùåì åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå ñóììû ãàðìîíèê ïî òðåòüþ âêëþ÷èòåëüíî

x(2)(t) = a
(2)
0 + a cos ωt + a

(2)
2 cos 2ωt + a

(2)
3 cos 3ωt .

Âûïèñûâàÿ óñëîâèÿ ðàâåíñòâà êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ãàðìîíèêàõ â ïðàâîé
è ëåâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì:

ω2
0a

(2)
0 = −αa2

2
, (29.3)

(ω2 − ω2
0)a =

3

4
βa3 , (29.4)

(4ω2 − ω2
0)a

(2)
2 =

1

2
αa2 , (29.5)

(9ω2 − ω2
0)a

(2)
3 =

1

4
βa3 . (29.6)

Â óðàâíåíèå (4) âõîäèò òîëüêî íåèçâåñòíàÿ ÷àñòîòà ω. Ñ÷èòàÿ íåëèíåéíûé ñäâèã
÷àñòîòû ìàëûì, òàê ÷òî ω2 − ω2

0 = 2ω0(ω − ω0), íàõîäèì

δω(2) = ω − ω0 =
3βa2

8ω0

.

Àìïëèòóäû ãàðìîíèê íàõîäèì èç óðàâíåíèé (3), (5) è (6), ïðåíåáðåãàÿ ðàçëè÷èåì
÷àñòîò ω0 è ω:

a
(2)
0 = −αa2

2ω2
0

, a
(2)
2 =

αa2

6ω2
0

, a
(2)
3 =

βa3

32ω2
0

. (29.7)

Òàêèì îáðàçîì, âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ìû ïîëó÷èëè àìïëèòóäû íóëåâîé è âòî-
ðîé ãàðìîíèêè è ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî a è àìïëèòóäó òðåòüåé
ãàðìîíèêè â òðåòüåì ïîðÿäêå ïî a.

Òåïåðü âòîðîå ïðèáëèæåíèå ìîæíî ïîäñòàâèòü â íåëèíåéíóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ,
ïîëó÷èòü òðåòüå ïðèáëèæåíèå è, ïðîäîëæàÿ òàê, áóäåì íàõîäèòü àìïëèòóäû âñå áî-
ëåå âûñîêèõ ãàðìîíèê, êîòîðûå áóäóò èìåòü âñå áîëåå âûñîêèå ïîðÿäêè ìàëîñòè ïî
a. Âàæíî, îäíàêî, ÷òî â òðåòüåì ïðèáëèæåíèè ïîÿâÿòñÿ íîâûå ïîïðàâêè òðåòüåãî
ïîðÿäêà ïî a è èõ íàäî ó÷åñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîäñòàíîâêå âòîðîãî ïðèáëèæå-
íèÿ â êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ, ïîÿâÿòñÿ ÷ëåíû ïðîïîðöèîíàëüíûå a

(2)
0 a cos ωt

è a
(2)
2 a cos 2ωt cos ωt, ïîðÿäêà a3, ó÷åò êîòîðûõ èçìåíèò ðàâåíñòâà (4), (6) è ïðèâåäåò

ê åùå îäíîé ïîïðàâêå â ÷àñòîòå

δω(3) = −5α2a2

12ω3
0

è äîáàâêå ê àìïëèòóäå òðåòüåé ãàðìîíèêè

a
(3)
3 =

α2a3

48ω4
0

.
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åùå îäíà èòåðàöèÿ íå ïîìåíÿåò ïîïðàâîê âòîðîãî è òðåòüå-
ãî ïîðÿäêîâ ïî a. Îêîí÷àòåëüíî èìååì ñ ó÷åòîì âñåõ ïîïðàâîê âòîðîãî è òðåòüåãî
ïîðÿäêà ïî a:

x(t) = a cos ωt− αa2

6ω2
0

(3− cos 2ωt) +
a3

16ω2
0

(
α2

3ω2
0

+
β

2

)
cos 3ωt ,

δω =

(
3β

8ω0

− 5α2

12ω3
0

)
a2 . (29.8)

Óòî÷íèì òåïåðü óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ôîðìóë. Èç òðåáîâàíèÿ ìàëî-
ñòè àìïëèòóä ãàðìîíèê ïî ñðàâíåíèþ ñ a è ìàëîñòè ïîïðàâêè ê ÷àñòîòå ïî ñðàâíåíèþ
ñ ω0 ïîëó÷èì, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

αa

ω2
0

¿ 1,
βa2

ω2
0

¿ 1 . (29.9)

29.2. Ìíîãîìåðíûå íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ. Êîìáèíàöèîííûå
÷àñòîòû
Èòàê, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå â ïåðâîì (ëèíåéíîì) ïðèáëèæåíèè ìû ïîëó÷èëè ãàð-

ìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå, à ïðè ó÷¼òå íåëèíåéíîñòè (âî âòî-
ðîì ïðèáëèæåíèè) � ñìåùåíèå ðàâíîâåñèÿ è êîëåáàíèÿ íà óäâîåííîé ÷àñòîòå. Ïðè
ïðîâåäåíèè ïîäîáíîé ïðîãðàììû äëÿ ìíîãîìåðíûõ êîëåáàíèé â ïåðâîì ïðèáëèæå-
íèè ìû òàêæå ïîëó÷èì êîëåáàíèÿ, îòâå÷àþùèå ïåðâûì ãàðìîíèêàì ñ ÷àñòîòàìè
ω1, . . . , ωα, . . . , ωβ, . . . , ωs. Îäíàêî óæå âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè âîçíèêíóò ïðèíöè-
ïèàëüíî íîâûå ÿâëåíèÿ � êîëåáàíèÿ ñ òàê íàçûâàåìûìè êîìáèíàöèîííûìè ÷àñòî-
òàìè |ωα ± ωβ|.

l

k

m

y

x

Ðèñ. 50. Ìàÿòíèê
íà ïðóæèíêå

Äëÿ èëëþñòðàöèè òîãî, êàê âîçíèêàþò íåëèíåéíûå ïîïðàâ-
êè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå è ê êàêèì ðåçóëüòàòàì îíè ïðèâîäÿò,
ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð ìàÿòíèêà ìàññû m íà ïðóæèíêå
æåñòêîñòè k â ïîëå òÿæåñòè g (ðèñ. 50). Ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ëèøü êîëåáàíèÿ ýòîãî ìàÿòíèêà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè
è ïðèìåì, ÷òî äëèíà íåíàïðÿæ¼ííîé ïðóæèíêè ðàâíà l0. Â ïî-
ëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ äëèíà ïðóæèíêè ðàâíà l = l0 + (mg/k).
Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò âûáåðåì äåêàðòîâû êîîðäè-
íàòû x è y îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàÿòíèêà

L =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2

)− k

2

[√
(l − y)2 + x2 − l0

]2

−mgy

ðàçëîæèì â ðÿä ïî ìàëûì îòêëîíåíèÿì äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî:

L =
m

2

(
ẋ2 − ω2

xx
2 + ẏ2 − ω2

yy
2 + 2αx2y

)
, (29.10)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

ωx =

√
g

l
, ωy =

√
k

m
, α =

kl0

2ml2
.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

ẍ + ω2
xx = 2αxy ,

ÿ + ω2
yy = αx2

èùåì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

x = x(1) + x(2) + . . . , y = y(1) + y(2) + . . . .

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷àåì ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòàìè ωx

è ωy:
x(1) = a cos (ωxt + ϕx) , y(1) = b cos (ωyt + ϕy) . (29.11)

Âî âòîðîì ïîðÿäêå ïîëó÷àåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

ẍ(2) + ω2
xx

(2) = 2α x(1)y(1) = α ab [cos (ω+t + ϕ+) + cos (ω−t + ϕ−)] ,

ãäå
ω± = ωy ± ωx , ϕ± = ϕy ± ϕx .

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ êîìáèíà-
öèîííûìè ÷àñòîòàìè ω±:

x(2) =
α ab

2ωy(2ωx + ωy)
cos (ω+t + ϕ+) +

α ab

2ωy(2ωx − ωy)
cos (ω−t + ϕ−) . (29.12)

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

y(2) =
α a2

2ω2
y

− α a2

2(4ω2
x − ω2

y)
cos (2ωxt + 2ϕx) , (29.13)

ò. å. ó y âî âòîðîì ïîðÿäêå ïîÿâèëñÿ ïîñòîÿííûé ñäâèã è êîëåáàíèå ñ óäâîåííîé
÷àñòîòîé 2ωx.

Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâû, ïîêà ÷àñòîòà ωy íå áëèçêà ê 2ωx. Ïðè ωy = 2ωx

àíãàðìîíè÷åñêèå ïîïðàâêè ïåðåñòàþò áûòü ìàëûìè è ìîãóò ïðèâîäèòü ê çíà÷èòåëü-
íîé ïåðåêà÷êå ýíåðãèè èç x â y êîëåáàíèÿ è îáðàòíî. Ýòîò ñëó÷àé, èìåþùèé îòíî-
øåíèå ê ñâÿçè ïðîäîëüíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèé ìîëåêóëû CO2 (òàê íàçûâàåìûé
ðåçîíàíñ Ôåðìè) è ê óäâîåíèþ ÷àñòîòû ñâåòà â íåëèíåéíîé îïòèêå, ðàññìîòðåí, íà-
ïðèìåð, â [3, çàäà÷à 8.10].

� 30. Íåëèíåéíûå ðåçîíàíñû
Çàäà÷à îá îòêëèêå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà íà ïåðèîäè÷åñêîå âíåøíåå âîç-

äåéñòâèå ðåøàåòñÿ òî÷íî è ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ î ðåçîíàíñå êàê ðåçêîì âîç-
ðàñòàíèè àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðè ÷àñòîòå âíåøíåé ñèëû áëèçêîé ê
÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà. Êàê ìû óæå çíàåì, ó÷åò íåëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè âîçâðàùàþùåé ñèëû îò îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò
ê äâóì êà÷åñòâåííî íîâûì ýôôåêòàì, ïðîÿâëÿþùèìñÿ óæå â ñîáñòâåííûõ êîëåáà-
íèÿõ íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà: ïîÿâëåíèþ âûñøèõ ãàðìîíèê è íåëèíåéíîìó ñäâèãó
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÷àñòîòû. Ó÷åò íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èçìåíÿåò è ÿâëåíèå ðåçîíàíñà.
Âûÿñíèì, â ÷åì ñîñòîÿò ýòè èçìåíåíèÿ.

Ýòà çàäà÷à òî÷íî íå ðåøàåòñÿ è ìû áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìåòîäîì
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, êàê è â � 29. Äîáàâèì â óðàâíåíèå äëÿ íåëèíåéíîãî
îñöèëëÿòîðà (29.1) âíåøíþþ ïåðèîäè÷åñêóþ ñèëó f(t) = f cos γt è ñëàáîå òðåíèå
fòð = −2mλẋ:

ẍ + ω2
0x =

f

m
cos γt− αx2 − βx3 − 2λẋ . (30.1)

Çíàÿ, ÷òî â ëèíåéíîì îñöèëëÿòîðå óñòàíîâèâøååñÿ ðåøåíèå èìååò ÷àñòîòó âíåøíåé
ñèëû, íî ñäâèíóòóþ ôàçó: x = b cos(γt + δ), áóäåì èñêàòü ðåøåíèå äëÿ àíãàðìîíè÷å-
ñêèõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â âèäå

x = b0 + b cos(γt + δ) + b2 cos 2(γt + δ) + b3 cos 3(γt + δ) + . . . . (30.2)

Êàê è ïðè âû÷èñëåíèè èñêàæåíèé äëÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòî-
ðà áåç òðåíèÿ, ñëåäóåò ïîäñòàâèòü ðåøåíèå â âèäå ðÿäà (2) â óðàâíåíèå (1) è âûïîë-
íèòü äâå èòåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Â çàäà÷å î ñâîáîäíûõ êîëåáàíè-
ÿõ íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà àìïëèòóäà a áûëà çàäàíà è ìû âû÷èñëÿëè àìïëèòóäû
ãàðìîíèê è ñäâèã ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Â çàäà÷å î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ, çàäàíû
÷àñòîòà γ è àìïëèòóäà f âíåøíåé ñèëû, à òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü àìïëèòóäó b îñíîâíîé
ãàðìîíèêè (àìïëèòóäû îñòàëüíûõ ãàðìîíèê ìîãóò áûòü íàéäåíû ñïîñîáîì, ïîâòîðÿ-
þùèì èñïîëüçîâàííûé ðàíåå, è äàþòñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè, ÷òî è ðàíåå ñ çàìåíîé
ω0 íà γ). Àìïëèòóäà îñíîâíîé ãàðìîíèêè b è ñäâèã ôàçû δ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ,
êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïðèðàâíèâàíèè âêëàäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëåáàíèÿì íà
îñíîâíîé ÷àñòîòå

(−γ2 + ω2
)
b cos(γt + δ)− 2λγb sin(γt + δ) =

f

m
cos γt , (30.3)

ãäå ω = ω0 + δω è δω � íåëèíåéíûé ñäâèã ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé (29.8),
ïðîïîðöèîíàëüíûé êâàäðàòó àìïëèòóäû. Äàëåå áóäåì ïèñàòü

ω = ω0 + κb2 , κ =
3β

8ω0

− 5α2

12ω3
0

. (30.4)

Ïîäñòàâèâ

cos γt = cos(γt + δ − δ) = cos (γt + δ) cos δ + sin (γt + δ) sin δ

â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3) è ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè cos(γt+δ) è sin(γt+δ)
â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, íàéä¼ì

(ω2 − γ2) b =
f

m
cos δ , −2λγb =

f

m
sin δ .

Îòñþäà ìîæíî íàéòè b è δ. Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ b îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâó-
þùåãî óðàâíåíèÿ (22.4) â ëèíåéíîì ñëó÷àå ëèøü çàìåíîé

ω2
0 → ω2 = (ω0 + κb2)2 ≈ ω2

0 + 2κω0b
2 (30.5)
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Ðèñ. 51. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ëèíåéíûõ (òîíêèå êðèâûå) è íåëèíåéíûõ (æèðíûå
êðèâûå) êîëåáàíèé b îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû γ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ λ

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè ïî b2:

b2
[(

ω2
0 + 2κω0b

2 − γ2
)2

+ 4λ2γ2
]

=
f 2

m2
. (30.6)

Ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà êðèâîé b(γ) è åãî âåëè÷èíà ôîðìàëüíî îïðåäåëÿþòñÿ ñî-
îòíîøåíèÿìè (22.5) è (22.6) ñ çàìåíîé (5). Ïîýòîìó ïðè ïîëîæèòåëüíîì κ ìîæíî
îæèäàòü, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ñëó÷àåì ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà íåëèíåéíî-
ãî ðåçîíàíñà ñìåñòèòñÿ íàïðàâî, à åãî âåëè÷èíà óìåíüøèòñÿ (ïðè îòðèöàòåëüíîì
κ ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà ñìåñòèòñÿ íàëåâî, à åãî âåëè÷èíà
óâåëè÷èòñÿ). Çàâèñèìîñòü b(γ) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé λ ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîëîæè-
òåëüíîì çíà÷åíèè κ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 51 æèðíûìè ëèíèÿìè, äëÿ ñðàâíåíèÿ òîíêèå
ëèíèè èçîáðàæàþò êðèâûå äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé λ ïðè κ = 0. Âèäíî, ÷òî ñ óìåíüøå-
íèåì λ íå òîëüêî ïðîèñõîäèò ñìåùåíèå ìàêñèìóìà êðèâûõ, íî ïîÿâëÿþòñÿ ïåðåãèáû
è âîçíèêàåò îáëàñòü çíà÷åíèé γ, â êîòîðîé äàííîé ÷àñòîòå âíåøíåé ñèëû îòâå÷àåò
òðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû b(γ).

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå îêðåñòíîñòü ðåçîíàíñà â ñëó÷àå ñëàáîãî òðåíèÿ λ ¿ ω0.
Îáîçíà÷àÿ ðàññòðîéêó ÷àñòîòû

ε = γ − ω0

è èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííûå ñîîòíîøåíèÿ (22.8), ïîëó÷àåì

b2[(ε− κb2)2 + λ2] =
f 2

4m2ω2
0

. (30.7)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî b2, à îòíîñèòåëüíî ε � êâàäðàò-
íûì. Ïðè êàæäîì b < bmax ≈ f/(2mω0λ) èìååòñÿ äâà çíà÷åíèÿ ε:

ε = κb2 ±
√(

f

2mω0b

)2

− λ2 . (30.8)

101
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Ðèñ. 52. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé b îò ðàññòðîéêè ÷àñòîòû
âûíóæäàþùåé ñèëû ε = γ − ω0 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè κ

Â îòñóòñòâèå íåëèíåéíîñòè (κ = 0), ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííîé â
ëèíåéíîì ñëó÷àå (ðèñ. 52, à). Ëåãêî ïðåäñòàâèòü, êàê îíà äåôîðìèðóåòñÿ ñ ðîñòîì κ
ïðè ïîñòîÿííîé àìïëèòóäå ñèëû f . Áóäåì ñ÷èòàòü κ > 0. Ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà
êîëåáàíèé îñòàëàñü ïðèáëèçèòåëüíî òàêîé æå, êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå. Ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ëèíåéíûì ñëó÷àåì êàæäàÿ ïàðà òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäàííîé àìïëèòóäå
b, ñìåùåíà âïðàâî ïî îñè ε íà κb2 (ðèñ. 52, á), ïðè ýòîì íàèáîëüøåå ñìåùåíèå èñïûòû-
âàåò òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ bmax. Ïîýòîìó ñ ðîñòîì κ íà ïðàâîé âåòâè ðåçîíàíñíîé
êðèâîé b(ε) êàñàòåëüíàÿ ñòàíåò âåðòèêàëüíîé â íåêîòîðîé òî÷êå. Îäíîâðåìåííî ýòî
áóäåò òî÷êà ïåðåãèáà. Êà÷åñòâåííî íîâûì ðåçîíàíñ ñòàíîâèòñÿ ïðè åùå áîëüøèõ κ.
Òåïåðü èìååòñÿ èíòåðâàë çíà÷åíèé ε1 < ε < ε2, âíóòðè êîòîðîãî çàäàííîìó çíà÷åíèþ
ε ñîîòâåòñòâóåò òðè çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé (ðèñ. 52, â). Íàéäåì êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå κê, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ýòîé êà÷åñòâåííî íîâîé çàâèñèìîñòè.
Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ε(b2) èç óðàâíåíèÿ (8)
ïî b2, íàéä¼ì, ÷òî êàñàòåëüíàÿ áóäåò âåðòèêàëüíîé â òî÷êå ïåðåãèáà ñ êîîðäèíàòîé
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b2 = 2λ/(
√

3κ) ïðè óñëîâèè

κ = κê ≡ 32

3
√

3

m2ω2
0λ

3

f 2 . (30.9)

(Çàìåòèì, ÷òî ïðè îòðèöàòåëüíîì κ ìàêñèìóì ðåçîíàíñà ñäâèãàåòñÿ âëåâî è �îïðîêè-
äûâàíèå� ðåçîíàíñíîé êðèâîé ïðîèñõîäèò ïðè κ < −κê.) Åñëè ðàññìàòðèâàòü èçìå-
íåíèå ðåçîíàíñíîé êðèâîé b(ε) ñ ðîñòîì àìïëèòóäû âíåøíåé ñèëû f ïðè ïîñòîÿííîì
çíà÷åíèè κ, òî �îïðîêèäûâàíèå� ðåçîíàíñíîé êðèâîé ïðîèçîéä¼ò ïðè

f > fê =

√
32

3
√

3

m2ω2
0λ

3

|κ| . (30.10)

Ïðîñëåäèì òåïåðü çà èçìåíåíèåì àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïðè ìåäëåííîì (àäèàáà-
òè÷åñêîì) èçìåíåíèè ε äëÿ ðåçîíàíñíîé êðèâîé ABCDEF , èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 52,
â. Ïðè âîçðàñòàíèè ε èç îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìå-
íÿåòñÿ ïî âåòâè ABC, à â òî÷êå C ñêà÷êîì óìåíüøàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî òî÷êå E íà íèæíåé âåòâè DEF (�ñðûâ� êîëåáàíèé). Ïðè óìåíüøåíèè ε èç
îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé, àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìåíÿåòñÿ ïî ëèíèè FED è
ñêà÷êîì âîçðàñòàåò äî çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî òî÷êå B íà ðåçîíàíñíîé êðèâîé
(�æåñòêîå âîçáóæäåíèå� êîëåáàíèé). Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà êîëåáàíèé â èíòåð-
âàëå ε1 < ε < ε2 ìîæåò èìåòü äâà ðàçíûõ çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðåäûñòîðèè
ñèñòåìû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîëåáàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âåòâÿì ABC è FED
óñòîé÷èâûå, à ñîîòâåòñòâóþùèå âåòâè CD � íåóñòîé÷èâûå.

−0.3 −0.2 −0.1 0    0.1  
0  

0.3
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0.9

ε/ω0

b

D

BC

E

ε/ω0

b
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E

ε/ω0

b

D

BC

E

b

D

BC

E

Ðèñ. 53. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ óðàâíåíèÿ (1). Çíà÷êàìè �+� îòìå÷åíû âå-
ëè÷èíû àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðè âîçðàñòàíèè ÷àñòîòû âíåøíåé
ñèëû γ, çíà÷êàìè �o� � ïðè åå óìåíüøåíèè. Â îêðåñòíîñòè ñêà÷êîâ øàã èçìåíåíèÿ

÷àñòîòû óìåíüøåí

Íà ðèñ. 53 ïðèâåä¼ííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïðèáëèæ¼ííûõ àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñ-
ëåíèé ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ÷èñëåííûìè ðàñ÷¼òàìè äâèæåíèÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1).
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Äëÿ ðàñ÷¼òîâ âûáðàíà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà äëèíû l
ïðè ìàëûõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ ϕ = x/l:

U = mgl(1− cos ϕ) ≈ mgl

(
1

2
ϕ2 − 1

24
ϕ4

)
=

m

2
ω2

0x
2 +

m

4
βx4 .

Áûëè ïðèíÿòû çíà÷åíèÿ

α = 0, β = −ω2
0

6l3
, λ = 0, 095 ω0 , f = 0, 26 mω2

0l .

Êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ ïóòåì àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå (7), ïîêàçàíà ñïëîø-
íîé ëèíèåé. Îòðèöàòåëüíîìó çíà÷åíèþ β îòâå÷àåò óìåíüøåíèå ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ
êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ ðîñòîì àìïëèòóäû, ïîýòîìó ìàêñèìóì êðèâîé ëåæèò ïðè îòðè-
öàòåëüíîì çíà÷åíèè ε. Êðåñòèêàìè ïîêàçàíû àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé,
ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû
âíåøíåé ñèëû î÷åíü ìàëûìè øàãàìè. Íîëèêàìè � àìïëèòóäû, ïîëó÷åííûå òàêèì
æå îáðàçîì ïðè óìåíüøåíèè ÷àñòîòû. Ïðè èçìåíåíèè ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû
âåñüìà ñóùåñòâåííî áûëî, ÷òîáû ôàçà ýòîé ñèëû èçìåíÿëàñü áåç ñêà÷êîâ. Èìåííî ýòî
îáåñïå÷èëî �ïðîõîæäåíèå� âäîëü ðåçîíàíñíîé êðèâîé êàê â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ÷à-
ñòîòû, òàê è â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ, ïîñêîëüêó óñòàíîâèâøèåñÿ çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû
è ôàçû êîëåáàíèé x(t) ñ èçìåíåíèåì ÷àñòîòû èçìåíÿþòñÿ ìàëî.

Â ðåçóëüòàòå íàáëþäàëèñü ñêà÷êè, îïèñàííûå âûøå. Âèäíî òàêæå îòëè÷èå ðåçóëü-
òàòîâ ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà îò �ïðåäñêàçàíèé� àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé (7). Îáúÿñ-
íåíèå ýòîãî ðàñõîæäåíèÿ â òîì, ÷òî ïðè àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ íå áûëè ó÷òåíû
âêëàäû âûñøèõ ãàðìîíèê, ïðåíåáðåãàòü êîòîðûìè ïðè x ∼ l íå ñîâñåì êîððåêòíî.

� 31. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ
Âñïîìíèì, êàê ìîæíî ðàñêà÷èâàòü êà÷åëè. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá � ïîäòàëêèâàòü

èõ â òàêò ðàñêà÷èâàíèÿì. Â òåðìèíàõ ìåõàíèêè ýòî åñòü èñïîëüçîâàíèå ðåçîíàíñíîé
âíåøíåé ñèëû. Âòîðîé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû ïðè-
ñåäàòü è âûïðÿìëÿòüñÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðàñêà÷èâàíèÿ íóæíî âñòàâàòü,
êîãäà êà÷åëè íàõîäÿòñÿ â ñàìîì íèæíåì ïîëîæåíèè, è ïðèñåäàòü, êîãäà îíè ìàêñè-
ìàëüíî îòêëîíåíû, òàê ÷òî ÷àñòîòà ïðèñåäàíèé îêàçûâàåòñÿ âäâîå áîëüøå ÷àñòîòû
êîëåáàíèé. Â òåðìèíàõ ìåõàíèêè ýòî åñòü èñïîëüçîâàíèå ðåçîíàíñíîãî èçìåíåíèÿ
ïàðàìåòðà ñèñòåìû � ýôôåêòèâíîé äëèíû êà÷åëåé, à ñàìî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñîì.

Êà÷åëè ñ ïåðèîäè÷åñêè ïðèñåäàþùèì ÷åëîâåêîì � ýòî ìàÿòíèê ìàññû m ñ ïåðèî-
äè÷åñêè ìåíÿþùåéñÿ äëèíîé l(t). Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå êîîðäèíàòû óãîë îòêëîíåíèÿ
îò âåðòèêàëè, êîòîðûé îáîçíà÷èì x, ïîëó÷àåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ ìàëûõ êîëå-
áàíèé (ñð. (12.8))

L =
ml2(t)

2
ẋ2 − mgl(t)

2
x2

è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
d

dt

[
l2(t)

dx

dt

]
+ gl(t)x = 0.
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Ïåðåõîäÿ ê íîâîìó �âðåìåíè� t′ ïî ïðàâèëó dt′ = dt/l2(t), ââîäÿ îáîçíà÷åíèå ω2(t′) =
gl3(t) è îïóñêàÿ äàëåå çíàê øòðèõà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå â âèäå

d2x

dt2
+ ω2(t) x = 0 , (31.1)

ãäå ÷àñòîòà ω(t) ìåíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ïî âðåìåíè.
Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñêà÷èâàþùèõñÿ êà÷åëåé âîçüìåì óðàâíåíèå

(1) ñ ïàðàìåòðîì ω2(t), çàâèñÿùèì îò âðåìåíè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó:

ω2(t) = ω2
0(1 + h cos γt) . (31.2)

Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå

d2x

dt2
+ ω2

0 (1 + h cos γt) x = 0 , (31.3)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ìàòü�å. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíî êà÷åëè ðàñêà÷èâàþòñÿ, åñëè
âñòàâàòü ïðè êàæäîì ïðîõîæäåíèè ìèíèìóìà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåðíîìó âû-
ïîëíåíèþ ðàâåíñòâ γ ≈ 2ω0.

Âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íàðàñòàþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (3),
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîñòîÿííàÿ h ¿ 1. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçî-
íàíñ ïðè γ = 2ω0 + ε, ãäå îòñòðîéêà ε ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîé |ε| ¿ ω0. Ïðåäñòàâèì
âíà÷àëå óðàâíåíèå (3) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

d2x

dt2
+ ω2

0 x = hω2
0x cos γt . (31.4)

Òåïåðü áóäåì ñòðîèòü åãî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïîëüçóÿñü ìàëîñòüþ h. Åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò èìååòñÿ îòëè÷íîå îò íóëÿ ñîáñòâåííîå êîëåáàíèå (íàïðèìåð,
x = a cos ω0t), òî ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4) çàïèøåì â âèäå, ñîîòâåòñòâóþùåì
âûíóæäàþùåé âíåøíåé ñèëå:

hω2
0x cos γt =

1

2
hω2

0a [cos (ω0 + ε)t + cos (3ω0 + ε)t] .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî ïîíèìàòü êàê ðåçîíàíñíóþ
ñèëó (à âòîðîå, ñîäåðæàùåå òðåòüþ ãàðìîíèêó, ìîæíî îòáðîñèòü). Ýòî ïðèâåäåò ê
ìåäëåííîìó (â ñèëó ìàëîñòè h) ðîñòó àìïëèòóäû êîëåáàíèé.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

x(t) = a(t) cos (γt/2) + b(t) sin (γt/2) ,

ãäå a(t) è b(t) � ìåäëåííî èçìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè âðåìåíè. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæå-
íèå â óðàâíåíèå (4), ñîõðàíèì ëèøü ðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè, à â ëåâîé
÷àñòè ïðåíåáðåæåì ìàëûìè âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè ä è b̈ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûìè.
Â èòîãå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

4ȧ + (2ε + hω0) b = 0 ,

4ḃ + (2ε− hω0) a = 0 .
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Åñëè |ε| < hω0/2, òî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì

a(t) = α1

(
C1e

−st + C2e
st
)

,

b(t) = α2

(
C1e

−st − C2e
st
)

,

ãäå
s =

1

4

√
(hω0)2 − 4ε2 , α1,2 =

√
hω0 ± 2ε . (31.5)

Ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó, èìååò âèä

x(t) = Cest cos
(γ

2
t− ϕ

)
+ De−st cos

(γ

2
t + ϕ

)
, (31.6)

ãäå tg ϕ = α1/α2 (ðèñ. 54).
Òàêèì îáðàçîì, êîëåáàíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò. Ñêîðîñòü

èõ ðîñòà, õàðàêòåðèçóåìàÿ âåëè÷èíîé s, äåéñòâèòåëüíî, ìàëà.

x

t

x

t

Ðèñ. 54. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçî-
íàíñ

Ðèñ. 55. Áèåíèÿ

Åñëè æå |ε| > hω0/2, òî âåëè÷èíà s = ±(i/4)
√

4ε2 − (hω0)2 è àìïëèòóäà êîëåáàíèé
íå ðàñòåò, à ìåäëåííî îñöèëëèðóåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè (ðèñ. 55).

Äî ñèõ ïîð ìû èçó÷àëè îñíîâíîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ íà ÷àñòîòå γ ≈ 2ω0.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ðàñêà÷èâàíèÿ êà÷åëåé ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïðè-
ñåäàòü â âåðõíåì ïîëîæåíèè êà÷åëåé è âñòàâàòü â èõ íèæíåì ïîëîæåíèè áûëî íåîáõî-
äèìî äâàæäû çà îäèí ïåðèîä êîëåáàíèÿ ñàìèõ êà÷åëåé. ßñíî, îäíàêî, ÷òî ðàñêà÷àòü
êà÷åëè ìîæíî è â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðèñåäàòü è âñòàâàòü òîëüêî îäèí ðàç çà òîò
æå ïåðèîä èëè çà äâà ïåðèîäà êîëåáàíèÿ êà÷åëåé è ò. ä. Èíûìè ñëîâàìè, ïàðàìåò-
ðè÷åñêèé ðåçîíàíñ ìîæåò ïðîèñõîäèòü è íà ÷àñòîòå γ ≈ ω0/n ïðè n ≥ 1, ïðàâäà ñ
ìåíüøåé ýôôåêòèâíîñòüþ, ÷åì íà îñíîâíîé ÷àñòîòå γ ≈ 2ω0 (ò. å. â áîëåå âûñîêèõ
ïîðÿäêàõ ïî h).

Ïðè ó÷åòå òðåíèÿ âìåñòî óðàâíåíèÿ (3) ïîëó÷àåì

d2x

dt2
+ ω2

0(1 + h cos γt)x + 2λ
dx

dt
= 0 . (31.7)
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Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, âîçðàñòàþùåå ñî âðåìåíåì, èìååò âèä (6) ñ

s =
1

4

√
(hω0)2 − 4ε2 − λ . (31.8)

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ áåç òðåíèÿ, ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðàñêà÷êà íà÷èíàåòñÿ ëèøü ïðè
h > 4λ/ω0.

Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïðåêðàùàåòñÿ, íàïðè-
ìåð, åñëè ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé ðîëü àíãàðìîíè÷åñêèõ ïîïðàâîê (ñì. [3, çàäà-
÷à 8.7]) èëè îáðàòíîå âëèÿíèå êîëåáàíèé íà óñòðîéñòâî, ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùåå
÷àñòîòó.

Áîëåå äåòàëüíûé è ìàòåìàòè÷åñêè ïîñëåäîâàòåëüíûé ðàçáîð ýòîãî êðóãà âîïðîñîâ
ìîæíî íàéòè â Äîïîëíåíèè C.

� 32. Äâèæåíèå â áûñòðî îñöèëëèðóþùåì ïîëå
Êàê èçâåñòíî, ó îáû÷íîãî ïëîñêîãî ìàÿòíèêà èìååòñÿ äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

íèæíåå óñòîé÷èâîå è âåðõíåå íåóñòîé÷èâîå. Ï. Ë. Êàïèöà îáíàðóæèë, ÷òî åñëè òî÷êó
ïîäâåñà ìàÿòíèêà ïðèâåñòè â êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ñ
âûñîêîé ÷àñòîòîé, òî ÷àñòîòà ìåäëåííûõ êîëåáàíèé â íèæíåì ïîëîæåíèè èçìåíèòñÿ,
à âåðõíåå ïîëîæåíèå ìîæåò ñòàòü óñòîé÷èâûì. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ äåòàëè,
ñâÿçàííûå ñ óñòðîéñòâîì ìàÿòíèêà íåñóùåñòâåííû, à âàæíî òîëüêî, ÷òî óðàâíåíèå
åãî äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

mẍ = −dU

dx
+ f(x) cos ωt , (32.1)

ãäå ÷àñòîòà âíåøíåé ñèëû ω ìíîãî áîëüøèõ õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò äâèæåíèÿ â ïîëå U
ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåé ñèëû. Ïðè òàêîì ðàçäåëåíèè ÷àñòîò, åñòåñòâåííî ïûòàòüñÿ
èñêàòü ðåøåíèå â âèäå x(t) = X(t) + ξ(t), ãäå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî X(t) ìåäëåííîå ñðåä-
íåå äâèæåíèå, íà êîòîðîå íàëîæåíî âûñîêî÷àñòîòíîå äðîæàíèå ñ ìàëîé àìïëèòóäîé
ξ(t) = ξ0 cos ωt. Ìàëîñòü àìïëèòóäû ξ0, ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü ïî íåé ñèëó â ðÿä Òåé-
ëîðà è ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå ê âèäó

mẌ + mξ̈ = −dU(X)

dX
+ f(X) cos ωt− d2U(X)

dX2
ξ +

df(X)

dX
ξ cos ωt , (32.2)

Ðàñùåïèì ýòî óðàâíåíèå íà äâà: âûñîêî÷àñòîòíîå è íèçêî÷àñòîòíîå.
Ñíà÷àëà ïîëó÷èì âûñîêî÷àñòîòíîå óðàâíåíèå. Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) ñ

âûñîêîé ÷àñòîòîé èçìåíÿþòñÿ âòîðîå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìûå. Ïîñêîëüêó îæèäàåòñÿ,
� è ìû ýòî ñåé÷àñ óâèäèì, � ÷òî àìïëèòóäà ξ0 ìàëà, ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì, êàê
èìåþùèì âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî àìïëèòóäå, ïðåíåáðåãàåì è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

mξ̈ = f(X) cos ωt . (32.3)

Åãî îáùåå ðåøåíèå ñîäåðæèò ìåäëåííî ìåíÿþùååñÿ ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ, êîòîðûì ïðåíåáðåãàåì, è îñòàâëÿåì áûñòðî îñöèëëèðóþùåå ÷àñòíîå ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå íàõîäèì, ñ÷èòàÿ ìåäëåííóþ êîîðäèíàòó X(t) ïî-
ñòîÿííîé

ξ0 = −f(X)

mω2
. (32.4)
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Óðàâíåíèå äëÿ ìåäëåííîé ïåðåìåííîé ïîëó÷àåì óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (2) çà ïåðèîä
âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé. Ñðåäíèå îò ëèíåéíûõ ïî ξ, f ñëàãàåìûõ â ëåâîé è ïðà-
âîé ÷àñòÿõ ðàâíû íóëþ. Ñðåäíåå îò ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî íóëþ íå ðàâíî è äà¼ò
ýôôåêòèâíóþ äîáàâêó ê ñèëå:

mẌ = − dU

dX
− 1

2mω2

df(X)

dX
f(X) . (32.5)

Çàïèñûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå −dUýô/dX, ãäå

Uýô = U +
f 2

4mω2
, (32.6)

âèäèì, ÷òî óñðåäí¼ííîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò òàê, áóäòî êðîìå èñõîäíîãî ïîëÿ U
äåéñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå ïîëå, ïðîïoðöèîíàëüíîå êâàäðàòó àìïëèòóäû âûñîêî÷à-
ñòîòíîé ñèëû. Ýòî äîïîëíèòåëüíîå ïîëå âûòàëêèâàåò ÷àñòèöó â òó îáëàñòü, ãäå àì-
ïëèòóäà ñèëû ìåíüøå.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è äëÿ ñëó÷àÿ òðåõìåðíîãî äâèæåíèÿ.
Ðàññìîòðåííûé â ýòîì ïðèìåðå ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûé ñ ðàçäåëåíèåì

áûñòðûõ è ìåäëåííûõ äâèæåíèé, øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ìåõàíè-
êè.

Çàäà÷à
32.1. Âû÷èñëèòü ýôôåêòèâíîå ïîëå äëÿ ìàÿòíèêà, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî êîëåá-

ëåòñÿ âåðòèêàëüíî ñ àìïëèòóäîé a, è íàéòè, ïðè êàêîì óñëîâèè âåðõíåå ïîëîæåíèå
ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì.
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Ãëàâà IV
ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÀ ÌÅÕÀÍÈÊÀ

� 33. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà
Äëÿ ñèñòåìû ñ s ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååòñÿ s óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

d

dt

∂L

∂q̇i

=
∂L

∂qi

, i = 1, 2, . . . , s , (33.1)

ïðè÷åì ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèå q̈i, q̇i è qi.
Îáîáùåííûå èìïóëüñû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

pi =
∂L

∂q̇i

, (33.2)

è â ñèëó (1) äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

ṗi =
∂L

∂qi

. (33.3)

Ñîîòíîøåíèÿ (2) è (3) ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü ïåðåéòè îò óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà (1) ê óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ qi è pi. Äåéñòâè-
òåëüíî, òàê êàê ëàãðàíæèàí åñòü ôóíêöèÿ îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò, ñêîðîñòåé è âðå-
ìåíè L = L(q, q̇, t), òî ñîîòíîøåíèÿ (2) è (3) ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî q̇i è
ṗi:

q̇i = fi(q, p, t), ṗi = gi(q, p, t) , i = 1, 2, . . . , s , (33.4)

ò. å. ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû 2s óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåííûõ qi, pi.

33.1. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà
Ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî âèäà ôóíêöèé fi è gi çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïîëíûé

äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ëàãðàíæà

dL(q, q̇, t) =
s∑

i=1

(
∂L

∂qi

dqi +
∂L

∂q̇i

dq̇i

)
+

∂L

∂t
dt

ïåðåïèøåì, èñïîëüçóÿ (2), (3) â âèäå

dL(q, q̇, t) =
s∑

i=1

(ṗidqi + pidq̇i) +
∂L

∂t
dt . (33.5)
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Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè

H(p, q, t) =
s∑

i=1

piq̇i − L (33.6)

ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ðàâåí

dH(p, q, t) =
s∑

i=1

(q̇idpi − ṗidqi)− ∂L

∂t
dt . (33.7)

Âûðàæåíèå (6), ðàññìàòðèâàåìîå êàê ôóíêöèÿ îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò, èìïóëüñîâ è
âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà èëè ãàìèëüòîíèàíîì. Íàïîìíèì, ÷òî
òà æå âåëè÷èíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû, ÿâ-
ëÿåòñÿ ýíåðãèåé E(t) (ñì. � 13).

Âûðàæàÿ äèôôåðåíöèàë H ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå,íåìåäëåííî ïîëó÷àåì èñ-
êîìûå óðàâíåíèÿ � óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà èëè êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

q̇i =
∂H(p, q, t)

∂pi

, ṗi = −∂H(p, q, t)

∂qi

, i = 1, 2, . . . , s (33.8)

è ðàâåíñòâî
∂H(p, q, t)

∂t
= −∂L(q, q̇, t)

∂t
.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà áå-
ðåòñÿ ïðè ïîñòîÿííûõ êîîðäèíàòàõ è èìïóëüñàõ, à îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà � ïðè
ïîñòîÿííûõ êîîðäèíàòàõ è ñêîðîñòÿõ.

Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (1), óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà (8) ÿâëÿþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, èõ 2s øòóê è îíè ñîäåðæàò 2s íåèçâåñòíûõ q1, . . . , qs,
p1, . . . , ps è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ñëó-
÷àå ïðîñòûõ ñèñòåì ëàãðàíæåâ ïîäõîä ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì, ÷åì ãà-
ìèëüòîíîâ. Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèì îáùèé ïîäõîä, íàïðèìåð
â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå, ïðåäïî÷òèòåëüíûì îêàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì.
Îñîáóþ öåííîñòü ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå ïðèäàåò íàëè÷èå â íåé áîëåå øèðîêîãî
(÷åì â ëàãðàíæåâîé ìåõàíèêå) êëàññà ïðåîáðàçîâàíèé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî óðàâ-
íåíèÿ Ãàìèëüòîíà êîâàðèàíòíû (ñì. � 36). Óïîìÿíåì, íàêîíåö, ÷òî ïåðåõîä îò êëàñ-
ñè÷åñêîé ìåõàíèêè ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå íàèáîëåå åñòåñòâåííî ïðîèñõîäèò èìåííî
â ðàìêàõ ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ãàìèëüòîíèàíîâ äëÿ ðàçíûõ ñèñòåì.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L(q, q̇) =
1

2
a(q)q̇2 + b(q)q̇ + c(q)

(ñð. (13.6)), òîãäà âåëè÷èíà (6) ðàâíà

pq̇ − L =
1

2
a(q)q̇2 − c(q).

Íî ýòà âåëè÷èíà ñòàíåò ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê îáîáù¼ííàÿ
ñêîðîñòü q̇ â íåé áóäåò âûðàæåíà ÷åðåç îáîáù¼ííûé èìïóëüñ, ðàâíûé

p =
∂L

∂q̇
= a(q)q̇ + b(q) ,
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è îáîáù¼ííóþ êîîðäèíàòó
q̇ =

p− b(q)

a(q)
.

Â èòîãå ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ðàâíà

H(p, q) =
[p− b(q)]2

2a(q)
− c(q) . (33.9)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L(x, ẋ) =
1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2

èìååò îáñóæäàåìóþ ñòðóêòóðó è ïîòîìó ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ðàâíà

H(p, x) =
p2

2m
+

mω2x2

2
.

Ïðèìåð 2. Äëÿ ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ äàåòñÿ ôîðìóëîé (8.8), ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ðàâíà

H(pr, pθ, pϕ, r, θ, ϕ) =
p2

r

2m
+

p2
θ

2mr2
+

p2
ϕ

2mr2 sin2 θ
+ U(r) . (33.10)

Ïðèìåð 3. Äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ëàãðàíæè-
àí è ýíåðãèÿ äàíû â (10.4) è (13.8); ñ ó÷åòîì (10.5) èìååì

H(p, r, t) =
1

2m

(
p− e

c
A(r, t)

)2

+ eϕ(r, t) . (33.11)

Ïðèìåð 4. Â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå (ñì. (11.1) è (11.3))

H(p, r, t) =

√(
p− e

c
A(r, t)

)2

c2 + m2c4 + eϕ(r, t) . (33.12)

Ïðèìåð 5. Ôîòîí (êâàíò ñâåòà) � ýòî ðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà ñ ìàññîé m = 0
è çàðÿäîì e = 0. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, åãî ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ
äâèæåíèÿ â âàêóóìå ðàâíà

H(p, r) = c|p| .
Ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà â ïðîçðà÷íîé èçîòðîïíîé ñðåäå ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëå-

íèÿ n(r) â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà
(ñì. [9, � 85])

H(p, r) =
c

n(r)
|p| . (33.12a)

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà èìåþò âèä

ṙ =
c

n

p

p
, ṗ = − cp

n2

∂n

∂r
, p = |p| .

Ôàêòè÷åñêè â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå �÷àñòèöåé� ÿâëÿåòñÿ âîëíîâîé ïàêåò, r(t) åñòü
çàêîí èìåííî åãî äâèæåíèÿ, ṙ � ýòî ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü, à âåêòîð p, ïåðïåíäèêóëÿð-
íûé ê âîëíîâîìó ôðîíòó, îïðåäåëÿåò âîëíîâîé âåêòîð ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.
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33.2. Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ â ãàìèëüòîíîâîì ïîäõîäå
1. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá íàõîäèòü èíòåãðàëû äâèæåíèÿ â ãàìèëüòîíîâîì ïîäõîäå

àíàëîãè÷åí èñïîëüçîâàíèþ öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò â ëàãðàíæåâîì ïîäõîäå (ñì. � 13).
Åñëè ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà íå çàâèñèò îò êàêîé-ëèáî îáîáù¼ííîé êîîðäèíàòû,

∂H(p, q, t)

∂qk

= 0 ,

òî ñîîòâåòñòâóþùèé îáîáù¼ííûé èìïóëüñ ñîõðàíÿåòñÿ:

pk = const .

Åñëè ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà íå çàâèñèò îò êàêîãî-ëèáî îáîáù¼ííîãî èìïóëüñà, òî
ñîõðàíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáîáù¼ííàÿ êîîðäèíàòà.

2. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû èçìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà. Èç (7) c ó÷åòîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (8) ïîëó÷àåì

dH(p, q, t)

dt
=

s∑
i=1

(
q̇i

dpi

dt
− ṗi

dqi

dt

)
+

∂H

∂t
=

∂H

∂t
. (33.13)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà íå çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíî,

∂H(p, q, t)

∂t
= 0 ,

òî ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ
E(t) = H(p(t), q(t)) = const .

Ïðèìåð 1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ãà-
ìèëüòîíà äëÿ ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå13. Íàïðàâèì îñü z
âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ B = (0, 0, B) è âûáåðåì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë â ôîðìå

A = (0, xB, 0) . (33.14)

Ãàìèëüòîíèàí

H(px, py, pz, x, y, z, t) =
1

2m

[
p2

x +
(
py − e

c
Bx

)2

+ p2
z

]
(33.15)

íå çàâèñèò îò t, y, z, ïîýòîìó èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýíåðãèÿ è êîìïîíåíòû
èìïóëüñà py è pz:

py = mẏ +
eB

c
x = const , pz = mż = const .

Âèäíî, ÷òî äâèæåíèå âäîëü îñè z ðàâíîìåðíîå:

z =
pz

m
t + z0 . (33.16)

13Çàêîí äâèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå íàì õîðîøî èçâåñòåí, ìû ðàññìîòðèì èìåííî ïîäõîä ê ðåøåíèþ
çàäà÷è ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà. Ýòî áóäåò ïîëåçíî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.
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Îáîçíà÷èì
ω =

eB

mc
, x0 =

cpy

eB
=

py

mω
, (33.17)

òîãäà ãàìèëüòîíèàí
H =

p2
x

2m
+

mω2

2
(x− x0)

2 +
p2

z

2m
(33.18)

ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (ñì. ïðèìåð 1 â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå), äâèæóùåãîñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x, ñ öåíòðîì êîëåáàíèé â òî÷êå x0

(íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî âåëè÷èíû x0 è pz ïîñòîÿííû). Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïèñàòü
ñðàçó æå, íå âûïèñûâàÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,

x = x0 + R cos ω(t− t0), px = mẋ = −mωR sin ω(t− t0) , (33.19)

ãäå R, t0 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Èç óðàâíåíèÿ

ẏ =
∂H

∂py

= mω2(x0 − x)
∂x0

∂py

= −ωR cos ω(t− t0),

íàõîäèì çàâèñèìîñòü y(t):
y = y0 −R sin ω(t− t0) . (33.20)

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòèöà äâèæåòñÿ âäîëü îñè z ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ pz/m è âðà-
ùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω â ïëîñêîñòè xy. Ïðè ω > 0 âðàùåíèå ïðîèñõîäèò ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0).

Îòìåòèì, ÷òî îáîáù¼ííûé èìïóëüñ py èìååò (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ mω)
ñìûñë x-êîîðäèíàòû öåíòðà îðáèòû ÷àñòèöû â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâ-
ëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðè äðóãîì âûáîðå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ñìûñë îáîáù¼í-
íûõ èìïóëüñîâ îêàæåòñÿ äðóãèì.

3. Ïóñòü ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ q1 è p1 ëèøü ÷åðåç ïîñðåä-
ñòâî ôóíêöèè f(q1, p1), ò. å.

H = H (f(q1, p1), q2, p2, . . . , qs, ps) , (33.21)

òîãäà f(q1, p1) åñòü èíòåãðàë äâèæåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî,

df

dt
=

∂f

∂q1

q̇1 +
∂f

∂p1

ṗ1

è, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà â ôîðìå

q̇1 =
∂H

∂p1

=
∂H

∂f

∂f

∂p1

, ṗ1 = −∂H

∂q1

= −∂H

∂f

∂f

∂q1

,

ïîëó÷àåì df/dt = 0. Îòñþäà ñëåäóåò

f(q1, p1) = const . (33.22)

Î÷åâèäíî îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà: åñëè ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà èìååò âèä

H = H (f(q1, p1, . . . , qk, pk), qk+1, pk+1, . . . , qs, ps) , (33.23)

òî f(q1, p1, . . . , qk, pk) åñòü èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

113



Ïðèìåð 2.Äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîëå äèïîëÿ (14.11). Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
ñ îñüþ z, íàïðàâëåííîé âäîëü îñè äèïîëÿ ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä (ñð. (33.10))

H =
p2

r

2m
+

1

2mr2
f(θ, pθ, ϕ, pϕ) , f = p2

θ +
p2

ϕ

sin2 θ
+ 2ma cos θ .

Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó, ôóíêöèÿ f åñòü èíòåãðàë äâèæåíèÿ, ñ ó÷åòîì (8.9) åãî ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü â âèäå

f = M2 + 2ma cos θ . (33.24)

Êðîìå òîãî, â äàííîé çàäà÷å èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýíåðãèÿ E, îáîáùåí-
íûé èìïóëüñ pϕ è âåëè÷èíà (14.13).

Çàäà÷è
33.1. Îïðåäåëèòü ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ôóíêöèÿ

Ëàãðàíæà êîòîðîãî

L(x, ẋ) =
mẋ2

2
− mω2x2

2
− αx3 + βxẋ2 .

33.2. Íàéòè ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ðàâíà

H(p, r) =
p2

2m
− pa ,

ãäå a � ïîñòîÿííûé âåêòîð.
33.3. Íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà êîòîðîé

H(p, x) =
p2

2m
+

mω2
0x

2

2
+ λ

(
p2

2m
+

mω2
0x

2

2

)2

.

33.4. Íàéòè ñå÷åíèå ïàäåíèÿ ÷àñòèö â öåíòð ïîëÿ

U(r) =
ar

r3
,

ãäå a � ïîñòîÿííûé âåêòîð. Ñêîðîñòü ÷àñòèö íà áåñêîíå÷íîñòè ñîñòàâëÿåò óãîë α ñ
âåêòîðîì a.

� 34. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ óðàâíåíèé
Ãàìèëüòîíà
Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ (ñì.

� 9). Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü êàê óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íåêîòîðîé
âàðèàöèîííîé çàäà÷è.

Îáðàçóåì ôóíêöèþ

Λ(q, p, q̇, t) =
s∑

i=1

piq̇i −H(p, q, t) , (34.1)
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â êîòîðîé qi è pi áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, òàê ÷òî èõ
âàðèàöèè δqi è δpi òàêæå ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî
ôóíêöèÿ Λ(q, p, q̇, t) íå çàâèñèò îò ṗ. Ïóñòü ñèñòåìà ÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t1
íàõîäèòñÿ â òî÷êå A(q

(1)
1 , . . . , q

(1)
s ), à â ìîìåíò âðåìåíè t2 � â òî÷êå B(q

(2)
1 , . . . , q

(2)
s ).

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âàðèàöèè êîîðäèíàò â òî÷êàõ A è B ðàâíû íóëþ14

δqi(t1) = δqi(t2) = 0 , i = 1, 2, . . . , s . (34.2)

Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äâèæåíèå ñèñòåìû ìåæäó ýòèìè äâóìÿ òî÷êàìè ïðî-
èñõîäèò ïî òàêîìó çàêîíó qi(t), pi(t), ÷òîáû ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ ôóíêöèé qi(t), pi(t)
â èíòåãðàë

Σ =

t1∫

t1

Λ(q, p, q̇, t) dt (34.3)

îí ïðèíèìàë ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå, ò. å. ÷òîáû âàðèàöèÿ δΣ = 0. Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê

δΣ =

t1∫

t1

s∑
i=1

[(
∂Λ

∂qi

− d

dt

∂Λ

∂q̇i

)
δqi +

∂Λ

∂pi

δpi

]
dt +

s∑
i=1

∂Λ

∂q̇i

δqi

∣∣∣
t2

t1
, (34.4)

òî ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) è íåçàâèñèìîñòè âàðèàöèé êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ
ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ýòîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è

∂Λ

∂qi

− d

dt

∂Λ

∂q̇i

= 0 ,
∂Λ

∂pi

= 0 , i = 1, 2, . . . , s . (34.5)

Îíè ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà, òàê êàê
∂Λ

∂qi

= −∂H

∂qi

,
∂Λ

∂q̇i

= pi ,
∂Λ

∂pi

= q̇i − ∂H

∂pi

. (34.6)

Ñðàâíèì âàðèàöèîííûé ïðèíöèï δΣ = 0 è ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ δS = 0
(ñì. � 9). Åñëè îïðåäåëÿòü çàâèñèìîñòü pi(t) èç óðàâíåíèé pi = ∂L/∂q̇i, òî ôóíêöèÿ
Λ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà, à Σ � ñ äåéñòâèåì S. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå,
â âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå δΣ = 0 èìïóëüñû ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè
(êàê è êîîðäèíàòû) è íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå âàðèàöèè δqi è δpi. Èíûìè
ñëîâàìè êëàññ �äîïóùåííûõ ê êîíêóðñó� ôóíêöèé pi(t) äëÿ ïðèíöèïà δΣ = 0 ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå øèðîêèì, ÷åì â ïðèíöèïå íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ δS = 0, äëÿ
êîòîðîãî âàðèàöèè δpi(t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç âàðèàöèè êîîðäèíàò è èõ
ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè.

� 35. Ñêîáêè Ïóàññîíà
Ïóñòü ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H(p, q, t) çàäàíà. Âû÷èñëèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî

âðåìåíè îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò, èìïóëüñîâ è âðåìåíè f(q, p, t). Äèô-
ôåðåíöèðóÿ f ïî âðåìåíè êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ è âûðàæàÿ q̇i , ṗi èç óðàâíåíèé
Ãàìèëüòîíà, ïîëó÷àåì

df(q, p, t)

dt
=

∂f

∂t
+

s∑
i=1

(
∂H

∂pi

∂f

∂qi

− ∂H

∂qi

∂f

∂pi

)
. (35.1)

14Âàðèàöèè îáîáù¼ííûõ èìïóëüñîâ â ìîìåíòû âðåìåíè t1 è t2 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè.
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Áèëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âîçíèêøàÿ â óðàâíåíèè (1), êàê ìû
óâèäèì äàëåå, ïîñòîÿííî âñòðå÷àåòñÿ è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè çàäà÷
ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè. Ýòî áûëî îáíàðóæåíî Ïóàññîíîì, êîòîðûé ââåë äëÿ íå¼
ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå.

35.1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà
Ïóñòü f = f(q, p, t) è g = g(q, p, t) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îáîáù¼ííûõ êîîðäè-

íàò, èìïóëüñîâ è âðåìåíè. Ñêîáêà Ïóàññîíà {f, g} îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{f, g} ≡
s∑

i=1

(
∂f

∂pi

∂g

∂qi

− ∂f

∂qi

∂g

∂pi

)
. (35.2)

Ñêîáêè Ïóàññîíà îáëàäàþò ðÿäîì ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ (2)
ñâîéñòâ:

{f, c} = 0, åñëè c = const ,

{f, g} = −{g, f} ,

{f1 + f2, g} = {f1, g}+ {f2, g} ,

{f1 f2, g} = f1{f2, g}+ {f1, g}f2 ,

∂

∂t
{f, g} =

{
∂f

∂t
, g

}
+

{
f,

∂g

∂t

}
,

{pi, f} =
∂f

∂qi

, {qi, f} = − ∂f

∂pi

,

{pi, pj} = {qi, qj} = 0, {pi, qj} = δij .

Ïîëüçóÿñü ýòèìè ñâîéñòâàìè ìîæíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ñêîáîê Ïóàññîíà íå îá-
ðàùàÿñü ê èõ îïðåäåëåíèþ, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé f è g.

Òåïåðü óðàâíåíèå (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
df(q, p, t)

dt
=

∂f

∂t
+ {H, f} , (35.3)

è, â ÷àñòíîñòè, ñàìè óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà (33.8) çàïèñàòü åäèíîîáðàçíûì ñïîñîáîì:

q̇i = {H, qi}, ṗi = {H, pi} . (35.4)

Ñ ïîìîùüþ ñêîáîê Ïóàññîíà ìîæíî äàæå ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ãà-
ìèëüòîíà, ïðàâäà, òîëüêî ôîðìàëüíî â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì âðåìåíè, ïðîøåäøåãî
ñ íà÷àëà äâèæåíèÿ (ñì. [3, çàäà÷à 10.23]).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ìàã-
íèòíîì ïîëå è äëÿ êîîðäèíàò öåíòðà îðáèòû. Ïóñòü ìàãíèòíîå ïîëå çàäàíî âåêòîð-
íûì ïîòåíöèàëîì A(r, t). Ñîãëàñíî (10.5) êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

vi =
pi

m
− e

mc
Ai , (35.4)

ïîýòîìó

{vi, vj} = − e

m2c
({pi, Aj}+ {Ai, pj}) = − e

m2c

(
∂Aj

∂xi

− ∂Ai

∂xj

)
= − e

m2c

3∑

k=1

eijkBk ,
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ãäå B=rotA � ìàãíèòíîå ïîëå, à eijk � ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé
òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà.

Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå ìàãíèòíîå ïîëå îäíîðîäíûì è ïîñòîÿííûì è ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìàãíèòíîìó ïîëþ. Âûáå-
ðåì îñü z âäîëü âåêòîðà B. Òîãäà îòëè÷íà îò íóëÿ ñêîáêà Ïóàññîíà

{vx, vy} = − eBz

m2c
= − ω

m
, ω =

eB

mc
. (35.5)

×àñòèöà äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (x0, y0) ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ω = −(e/mc)B (ñì. (33.16)�(33.20)), ïðè ýòîì

x0 = x− vy

ω
, y0 = y +

vx

ω
. (35.6)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî {mvi, xj} = δij, íàõîäèì ñêîáêó Ïóàññîíà äëÿ êîîðäèíàò öåíòðà îð-
áèòû:

{x0, y0} =
1

mω
. (35.7)

35.2. Òîæäåñòâî ßêîáè è òåîðåìà Ïóàññîíà
Äëÿ ëþáûõ òð¼õ ôóíêöèé êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ f(q, p), g(q, p), h(q, p) ñïðàâåä-

ëèâî ñîîòíîøåíèå

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 , (35.8)

íàçûâàåìîå òîæäåñòâîì ßêîáè.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ôîðìàëüíûé ïðè¼ì. Ïîëî-

æèì, ÷òî h(q, p) åñòü �ãàìèëüòîíèàí� íåêîòîðîé âîîáðàæàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-
ìû. Ôàêòè÷åñêè ýòî ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò âñåãî ëèøü, ÷òî ðàçâèòèå qi è pi â çà-
âèñèìîñòè îò âîîáðàæàåìîãî �âðåìåíè� τ (íèêàê íå ñâÿçàííîãî ñ ðåàëüíûì âðåìåíåì
t) îïðåäåëÿåòñÿ �êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè�

dqi

dτ
=

∂h

∂pi

,
dpi

dτ
= − ∂h

∂qi

, (35.9)

èç êîòîðûõ ìîæíî íàéòè qi è pi êàê ôóíêöèè τ , à çíà÷èò, è f(q(τ), p(τ)) è g(q(τ), p(τ))
êàê ôóíêöèè τ . Ïðè ýòîì â ñîãëàñèè ñ (3)

df

dτ
= {h, f} ,

dg

dτ
= {h, g} ,

d{f, g}
dτ

= {h, {f, g}} . (35.10)

Èñïîëüçóÿ äàëåå ñâîéñòâà ñêîáîê Ïóàññîíà, íàéõîäèì

d{f, g}
dτ

=

{
df

dτ
, g

}
+

{
f,

dg

dτ

}
. (35.11)

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ñîîòíîøåíèå ôîðìóëû (10), ïîëó÷àåì òîæäåñòâî ßêîáè (8).
Òîæäåñòâî ßêîáè (8) îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì è â òîì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèè f, g, h

èìåþò òàêæå ÿâíóþ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (ò. å. åñëè f = f(q, p, t), g = g(q, p, t),
h = h(q, p, t)). Â ýòîì ñëó÷àå âðåìÿ t ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, íå èìåþùèì îòíîøåíèÿ
ê âû÷èñëåíèþ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííûì p è q.
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Áîëåå ïðÿìîé (íî è áîëåå ãðîìîçäêèé) ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà ßêîáè
ïðèâåäåí, íàïðèìåð, â [1, � 41].

Òåîðåìà Ïóàññîíà. Ïóñòü ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò äâà èíòåãðàëà äâèæåíèÿ
f(q, p, t) è g(q, p, t). Òîãäà ñêîáêà Ïóàññîíà h = {f, g} òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì
äâèæåíèÿ ýòîé ñèñòåìû.

Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèé

df

dt
=

∂f

∂t
+ {H, f} = 0,

dg

dt
=

∂g

∂t
+ {H, g} = 0 ,

òîæäåñòâà ßêîáè (8) è ñâîéñòâ ñêîáîê Ïóàññîíà ñðàçó æå ñëåäóåò ðàâåíñòâî

dh

dt
=

∂h

∂t
+ {H, h} = 0 .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì èíòåãðàëû äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû â ïîëå èçî-
òðîïíîãî òð¼õìåðíîãî îñöèëëÿòîðà U(r) = kr2/2. Êàê èçâåñòíî (ñì. � 4), â òàêîì
ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ ìîìåíò èìïóëüñà

M = (0, 0, M) , M = xpy − ypx

è ýíåðãèè êîëåáàíèé ïî îñÿì x è y:

Ex =
p2

x

2m
+

kx2

2
, Ey =

p2
y

2m
+

ky2

2
.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïóàññîíà, èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

N = {Ex, M} =
pxpy

m
+ kxy ,

÷òî óæå áûëî îòìå÷åíî ðàíåå (ñì. óðàâíåíèå (4.7)), à òàêæå âåëè÷èíà {Ey, M} = −N .
Ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ïóàññîíà íå ïðèâîäèò ê íîâûì èíòåãðàëàì äâèæå-
íèÿ, òàê

{Ex, N} = −{Ey, N} = − k

m
M .

Çàäà÷è
35.1. Âû÷èñëèòü ñêîáêè Ïóàññîíà:
à) {Mi, xj}, {Mi, pj}, {Mi, Mj};
á) {ap, br}, {aM, br}, {aM, bM};
â) {M, rp}, {p, rn}, {p, (ar)2}.
Çäåñü xi, pi, Mi � äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðîâ, a, b � ïîñòîÿííûå âåêòîðû.
35.2. Ïîêàçàòü, ÷òî:
à) {Mz, ϕ} = 0, ãäå ϕ � ëþáàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ÷à-

ñòèöû ϕ = ϕ(r2, p2, (rp));
á) {Mz, f} = [n, f ], ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè îñè z, à f � âåêòîðíàÿ

ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ÷àñòèöû, ò. å. f = rϕ1 + pϕ2 + [r,p] ϕ3 è ϕi =
ϕi(r

2, p2, (rp)).
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� 36. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Îäíà èç ïðèâëåêàòåëüíûõ ÷åðò ëàãðàíæåâà ôîðìàëèçìà � êîâàðèàíòíîñòü óðàâ-

íåíèé Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò, ò. å. ïåðåõîäà
îò îäíèõ îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò qi ê ëþáûì äðóãèì Qi:

qi = qi(Q, t) , i = 1, . . . , s

(êîíå÷íî, ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå áûëî íåâûðîæäåííûì:
∂(q1, . . . , qs)

∂(Q1, . . . , Qs)
6= 0).

Â ãàìèëüòîíîâîì ïîäõîäå àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî îòñóòñòâóåò: ïðè ïðîèçâîëüíîì ïå-
ðåõîäå îò �ñòàðûõ� êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ qi, pi ê �íîâûì� Qi, Pi, ò. å. ïðè çàìåíå

qi = qi(Q,P, t), pi = pi(Q,P, t) , i = 1, . . . , s , (36.1)

óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîõðàíÿþò ñâîé âèä. Íî ñðåäè âñåõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé âèäà (1) èìååòñÿ ñïåöèàëüíûé êëàññ òàê íàçûâàåìûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðå-
îáðàçîâàíèé, êîòîðûå íå òîëüêî ñîõðàíÿþò âèä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, íî è îáëàäàþò
öåëûì ðÿäîì äðóãèõ ïðèâëåêàòåëüíûõ ñâîéñòâ. Ê ñîæàëåíèþ, îïðåäåëåíèå êàíîíè-
÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íå î÷åíü íàãëÿäíî.

36.1. Îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
Êàíîíè÷åñêèì íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå âèäà (1) òàêîå, ÷òî

s∑
i=1

pidqi =
s∑

i=1

PidQi + dF (q,Q, t̆) , (36.2)

ãäå dF (q,Q, t̆) åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè F (q,Q, t) ïðè ôèêñèðîâàííîì
âðåìåíè, ò. å.

dF (q,Q, t̆) =

[
dF (q,Q, t)− ∂F

∂t
dt

]

t=t̆

. (36.3)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàíîíè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè âðåìÿ t ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì.
Ôóíêöèÿ F (q, Q, t) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äàííîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ (2) íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

pi =
∂F

∂qi

, Pi = − ∂F

∂Qi

. (36.4)

Ðàçðåøàÿ ýòè àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, ìîæíî ïî èçâåñòíîé ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè F (q, Q, t) ïîëó÷èòü ÿâíûå óðàâíåíèÿ ñâÿçè ñòàðûõ è íîâûõ ïåðåìåííûõ
òèïà (1).

Äîêàæåì êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ïðå-
îáðàçîâàíèé. Íàïîìíèì, ÷òî èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (ñì. � 34)

δΣ =

t2∫

t1

∑
i

[(
q̇i − ∂H

∂pi

)
δqi −

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δpi

]
dt +

∑
i

pi δqi

∣∣∣
t2

t1
= 0 (36.5)
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ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (34.2) è íåçàâèñèìîñòè âàðèàöèé δqi è δpi ñëåäóþò óðàâ-
íåíèÿ Ãàìèëüòîíà

q̇i =
∂H

∂pi

, ṗi = −∂H

∂qi

.

Â ñèëó (2), (3) ôóíêöèîíàë Σ ðàâåí

Σ =

t2∫

t1

(∑
i

PiQ̇i −H ′(P, Q, t)

)
dt +

t2∫

t1

dF (q, Q, t) ,

ãäå
H ′(P,Q, t) = H(p, q, t) +

∂F (q, Q, t)

∂t
, (36.6)

è ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

δΣ =

t2∫

t1

∑
i

[(
Q̇i − ∂H ′

∂Pi

)
δQi −

(
Ṗi +

∂H ′

∂Qi

)
δPi

]
dt +

+
∑

i

(
PiδQi +

∂F

∂qi

δqi +
∂F

∂Qi

δQi

) ∣∣∣
t2

t1
= 0 .

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (34.2) âíåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå èñ-
÷åçàþò, ïîýòîìó ñ ó÷åòîì íåçàâèñèìîñòè âàðèàöèé δQi è δPi ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ äëÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ, òàêæå èìåþùèå âèä óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà,

Q̇i =
∂H ′

∂Pi

, Ṗi = −∂H ′

∂Qi

, (36.7)

ñ íîâîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H ′(P,Q, t), îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé (6).
Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ F (q, Q, t) çàäàåò êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðà-

çîâàíèå ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (4); ýòè ôîðìóëû è ñîîòíîøåíèå (6) ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû â ñëåäóþùåì êîìïàêòíîì âèäå:

dF (q,Q, t) =
∑

i

(pidqi − PidQi) + (H ′ −H)dt . (36.8)

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(p, q, t). Ïðîñòåé-
øèì íåòðèâèàëüíûì ïðèìåðîì êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò ñëóæèòü ëèíåé-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ, ïîëó÷àåìîå èç ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè
F (q,Q, t), èìåþùåé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ:

F (q,Q, t) =
1

2

(
a q2 + 2b qQ + cQ2

)
(36.9)

(çäåñü âåëè÷èíû a, b è c ÿâëÿþòñÿ ëèáî êîíñòàíòàìè, ëèáî ôóíêöèÿìè âðåìåíè).
Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (4), íàõîäèì ñîîòíîøåíèÿ

p =
∂F

∂q
= a q + bQ , P = −∂F

∂Q
= −b q − cQ .

120



Ðàçðåøàÿ èõ, ïîëó÷àåì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñâÿçè ñòàðûõ è íîâûõ ïåðåìåííûõ:

Q = α q + β p , P = γ q + δ p , (36.10)

â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ðàâíû

α = −a

b
, β =

1

b
, γ =

ac− b2

b
, δ = −c

b
. (36.11)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòè êîýôôèöèåíòû íå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè, à
èìåííî, ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (10) ðàâåí åäèíèöå15

∂(Q,P )

∂(q, p)
= αδ − βγ = 1 . (36.12)

Íîâûé ãàìèëüòîíèàí, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì (6), èìååò âèä

H ′(P, Q, t) = H(p, q, t) +
1

2

(
ȧ q2 + 2ḃ qQ + ċ Q2

)
, (36.13)

ïðè÷åì â ïðàâîé ñòîðîíå ýòîãî ðàâåíñòâà íåîáõîäèìî çàìåíèòü ñòàðûå ïåðåìåííûå q
è p íà íîâûå ïåðåìåííûå Q è P ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (10).

36.2. Äðóãèå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè
Ïîìèìî ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè F (q, Q, t) ìîæíî ââåñòè äðóãèå ïðîèçâîäÿùèå

ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ q, P , èëè Q, p, èëè p, P . Íàïðèìåð, ïîäñòàâèâ â (8) ñîîò-
íîøåíèå

PidQi = d(PiQi)−QidPi,

è ââîäÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

Φ(q, P, t) = F +
s∑

i=1

QiPi , (36.14)

ïîëó÷èì

dΦ(q, P, t) =
s∑

i=1

(pidqi + QidPi) + (H ′ −H) dt . (36.15)

Îòñþäà äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Φ(q, P, t) íåìåäëåííî ñëåäóþò àíàëîãè÷íûå (4),
(6) ôîðìóëû

pi =
∂Φ

∂qi

, Qi =
∂Φ

∂Pi

, H ′ = H +
∂Φ

∂t
. (36.16)

Ïðèâåäåì ïðîñòûå ïðèìåðû. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

F (q,Q, t) =
s∑

i=1

qiQi

15Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (12) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
(10) áûëî êàíîíè÷åñêèì. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî (12) ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì (ñì.
ïðèìåð 1 â � 38).
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ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà îáìåíèâàåò êîîðäèíàòû è èìïóëüñû:

Qi = pi, Pi = −qi .

Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ãàìèëüòîíîâîì ìåòîäå òåðìèíû �êîîðäèíàòû� è �èìïóëüñû� ñòà-
íîâÿòñÿ óñëîâíûìè è ïåðåìåííûå p, q ÷àñòî íàçûâàþò ïðîñòî êàíîíè÷åñêè ñîïðÿ-
æåííûìè âåëè÷èíàìè.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

Φ(q, P, t) =
s∑

i=1

qiPi

çàäà¼ò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå:

Qi = qi, Pi = pi .

Ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ, áëèçêîãî ê òîæäåñòâåííîìó, íåðåäêî ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå Φ(q, P, t) =

∑
i qiPi + εW (q, P ), ãäå ïàðàìåòð ε îïðåäåëÿåò

ìàëîñòü ïîïðàâêè.
Ïðèìåð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

Φ(q, P, t) = qP + δτH(P, q, t) , (36.17)

ãäå ε ≡ δτ áåñêîíå÷íî ìàëûé ïàðàìåòð, à H(p, q, t) � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñèñòåìû.
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñâÿçè ñòàðûõ è íîâûõ ïåðåìåííûõ (16) èìåþò âèä

p =
∂Φ

∂q
= P + δτ

∂H(P, q, t)

∂q
,

Q =
∂Φ

∂P
= q + δτ

∂H(P, q, t)

∂P
.

Èñïîëüçóÿ ìàëîñòü ïàðàìåòðà δτ , ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòè óðàâíåíèÿ â âèäå

P (t) = p− δτ
∂H(p, q, t)

∂q
= p(t) + ṗδτ = p(t + δτ) ,

Q(t) = q + δτ
∂H(p, q, t)

∂p
= q(t) + q̇δτ = q(t + δτ) .

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîå ïðåîáðàçîâàíèå

Q(t) = q(t + δτ) , P (t) = p(t + δτ) (36.18)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñäâèã ïî âðåìåíè íà δτ (ñð. [1, � 45]). Íîâàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà

H ′(P, Q, t) = H(p, q, t) +
∂Φ

∂t
= H(p, q, t) + δτ

∂H(P, q, t)

∂t
≈

≈ H(p, q, t) + δτ
dH(p, q, t)

dt
= H(p, q, t + δτ)

òàêæå ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó ïî âðåìåíè íà δτ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, ñîâåðøàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíûå ìàëûå ñäâèãè ïî âðåìåíè, ìîæíî ïîëó÷èòü êîíå÷íûé ñäâèã ïî âðåìåíè
è ïîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå

Q(t) = q(t + τ) , P (t) = p(t + τ) (36.19)
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òàêæå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
áóäåò óêàçàíà â � 39.2.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà óïîìÿíåì, ÷òî êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îñîáåí-
íî ïðîñòî âûãëÿäÿò â ôîðìàëèçìå âíåøíèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ýòîò âîïðîñ
ðàññìàòðèâàåòñÿ â Ïðèëîæåíèè D. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ôîðìàëèçìå ëåãêî äîêàçû-
âàåòñÿ ñëåäóþùèå âàæíûå ñâîéñòâà êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé: ñêîáêè Ïóàññî-
íà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé; ÿêîáèàí êàíîíè÷åñêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ (1) ðàâåí åäèíèöå (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ ôàçîâûé îáú¼ì ñîõðàíÿåòñÿ).

Â ñòàíäàðòíîì ïîäõîäå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ âûãëÿäèò çàìåòíî áîëåå ãðî-
ìîçäêèì (ñì. íèæå � 37, 40).

Çàäà÷è
36.1 Âûÿñíèòü ñìûñë êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, çàäàâàåìûõ ïðîèçâîäÿùèìè

ôóíêöèÿìè:
à) Φ(r, P) = rP + δaP;
á) Φ(r, P) = rP + δϕ[r,P] .
Çäåñü r � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, à δa è δϕ áåñêîíå÷íî ìàëûå ïàðàìåòðû.
36.2 Ïîêàçàòü, ÷òî êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, çàäàâàåìîå ïðîèçâîäÿùåé

ôóíêöèåé
Φ(x, y, Px, Py) = xPx + yPy + ε(xy + PxPy) ,

ãäå ε → 0, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

� 37. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñêîáêè
Ïóàññîíà
Ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó êàíîíè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè è ñêîáêàìè

Ïóàññîíà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì äâà âàæíûõ ñâîéñòâà ñêîáîê Ïóàññîíà. Âî-
ïåðâûõ, ìû ïîêàæåì, ÷òî ñêîáêè Ïóàññîíà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, à âî-âòîðûõ, ïðåäñòàâèì ïðîñòîé è êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá ïðîâåð-
êè ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè
äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêèì.

37.1. Èíâàðèàíòíîñòü ñêîáîê Ïóàññîíà îòíîñèòåëüíî
êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
Äîêàæåì, ÷òî ñêîáêè Ïóàññîíà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé. Ïðè ýòîì óäîáíî èñïîëüçîâàòü òîò æå ôîðìàëüíûé ïðè¼ì, ÷òî è ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òîæäåñòâà ßêîáè â � 35.2. Ïóñòü f è h � íåêîòîðûå ôóíêöèè q, p è t.
Íàïîìíèì, ÷òî â êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âðåìÿ åñòü ïàðàìåòð, è áóäåì äàëåå
ñ÷èòàòü t = const. Ïîëîæèì, ÷òî h(q, p, t) åñòü �ãàìèëüòîíèàí� íåêîòîðîé âîîáðàæàå-
ìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Êàê è â � 35.2, ýòî ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ðàçâèòèå
qi è pi â çàâèñèìîñòè îò âîîáðàæàåìîãî �âðåìåíè� τ (íèêàê íå ñâÿçàííîãî ñ ðåàëüíûì
âðåìåíåì t) îïðåäåëÿåòñÿ �êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè� (35.9), èç êîòîðûõ ìîæíî
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íàéòè qi è pi êàê ôóíêöèè τ , à çíà÷èò, è f(q(τ), p(τ), t) êàê ôóíêöèþ τ . Ïðè ýòîì â
ñîãëàñèè ñ (35.3)

df

dτ
= {h, f}p,q ≡

∑
i

(
∂h

∂pi

∂f

∂qi

− ∂h

∂qi

∂f

∂pi

)
. (37.1)

Äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ q, p → Q,P âèäà (36.1), â êîòîðîå �âðåìÿ� τ
ÿâíûì îáðàçîì íå âõîäèò, íîâûé �ãàìèëüòîíèàí� åñòü

h′(Q,P, t) = h(q(Q, P, t), p(Q,P, t), t) , (37.2)

è ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ ïî τ îò f(q(Q,P, t), p(Q,P, t), t) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

df

dτ
= {h′, f}P,Q ≡

∑
i

(
∂h′

∂Pi

∂f

∂Qi

− ∂h′

∂Qi

∂f

∂Pi

)
. (37.3)

Ëåâûå ÷àñòè ôîðìóë (1) è (3) ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ñîâïàäàþò è ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ
ñîîòíîøåíèé, ÷òî ñ ó÷åòîì (2) ïðèâîäèò ê èñêîìîìó ðàâåíñòâó:

{h, f}p,q = {h, f}P,Q . (37.4)

37.2. Íåîáõîäèìûé è äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê òîãî,
÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì
Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, äàííîå â � 36.1,

íå î÷åíü íàãëÿäíî. Êðîìå òîãî, îíî åùå äîïîëíèòåëüíî è íå î÷åíü ýôôåêòèâíî â òîì
ñìûñëå, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ ÷àñòî íå î÷åíü ïðîñòî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå ïðåîáðàçîâà-
íèå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Ïîýòîìó îñîáóþ âàæíîñòü èìååò óñòàíîâëåíèå ïðîñòîãî
è êîíñòðóêòèâíîãî ïðèçíàêà òîãî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêîå. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå q, p → Q,P âèäà (36.1) áûëî êàíîíè÷åñêèì, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
ñêîáîê Ïóàññîíà:

{Qi, Qj}p,q = 0, {Pi, Pj}p,q = 0, {Pi, Qj}p,q = δij . (37.5)

Åñëè äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêîå, òî ñîîòíîøåíèÿ (5) íåîáõîäèìî ñëå-
äóþò èç ðàâåíñòâ (4). Íàïðèìåð:

{Qi, Qj}p,q = {Qi, Qj}P,Q =
∑

k

(
∂Qi

∂Pk

∂Qj

∂Qk

− ∂Qi

∂Qk

∂Qj

∂Pk

)
= 0 , (37.6)

òàê êàê ∂Ql/∂Pk = 0 èç-çà íåçàâèñèìîñòè êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ.
Ñëîæíåå äîêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü q, p � êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå, à

ïðåîáðàçîâàíèå ê íîâûì ïåðåìåííûì Q,P âèäà (36.1) òàêîâî, ÷òî äëÿ íèõ âûïîëíÿ-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (5). Ïîêàæåì, ÷òî

∑
i

(pidqi − PidQi)
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åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë (ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè âðåìåíè t = const) íåêî-
òîðîé ôóíêöèè F . Ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì Q,P :

∑
i

(pidqi − PidQi) =
∑

ik

pi

(
∂qi

∂Qk

dQk +
∂qi

∂Pk

dPk

)
−

∑
i

PidQi . (37.7)

×òîáû ýòî âûðàæåíèå áûëî ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì dF , äîñòàòî÷íî, êàê èçâåñòíî,
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

∂2F

∂Qj∂Ql

=
∂2F

∂Ql∂Qj

,
∂2F

∂Pj∂Pl

=
∂2F

∂Pl∂Pj

, (37.8)

∂2F

∂Pj∂Ql

=
∂2F

∂Pl∂Qj

.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî

∂

∂Pj

(∑
i

pi
∂qi

∂Ql

− Pl

)
=

∂

∂Ql

(∑
i

pi
∂qi

∂Pj

)

èëè
[Pj, Ql]p,q ≡

∑
i

(
∂pi

∂Pj

∂qi

∂Ql

− ∂pi

∂Ql

∂qi

∂Pj

)
= δjl . (37.9a)

Ââåäåííàÿ çäåñü âåëè÷èíà [f, g]p,q íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Ëàãðàíæà. Èç îñòàëüíûõ ðà-
âåíñòâ (8) àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

[Qj, Ql]p,q = 0, [Pj, Pl]p,q = 0 . (37.9b)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ ñêîáîê Ëàãðàíæà îò íîâûõ ïåðåìåííûõ Q,P ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ (9), òî äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò ñêîáîê Ëàãðàíæà ê ñêîáêàì Ïóàññîíà,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êàê áû �îáðàòíûìè âåëè÷èíàìè� ñêîáîê Ëàãðàíæà. Îáîçíà÷èì
u1 = Q, u2 = Q2, . . . , us = Qs, us+1 = P1, . . . , u2s = Ps è ââåäåì äâå êâàäðàòíûå 2s× 2s
ìàòðèöû L̂ è P̂ , ýëåìåíòû êîòîðûõ ñóòü

Lij = [ui, uj], Pij = {ui, uj}; i, j = 1, 2, . . . , 2s .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì. [2, � 8.4]), ÷òî ýòè ìàòðèöû âçàèìíî îáðàòíû, ò. å. L̂P̂ = Ê èëè
L̂−1 = P̂ , ãäå Ê � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïîñëå ýòîãî ïî÷òè î÷åâèäíî, ÷òî èç ðàâåíñòâ
(5) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ (9).

� 38. Ïðèìåðû êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
Ïðèìåð 1. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (37.5), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå
Q = α x + β p, P = γ x + δ p , (38.1)

ãäå α, β, γ, δ � êîìïëåêñíûå ÷èñëà èëè ôóíêöèè âðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì,
åñëè

{P, Q}p,x = αδ − βγ = 1 .
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Ïðèìåð 2. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîò íà óãîë ϕ â
ïëîñêîñòè x, p/(mω) (ðèñ. 56). Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

x = A cos(ωt + ϕ0) , p = −mωA sin(ωt + ϕ0) (38.2)

òàêîé ïîâîðîò (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå!) ñ ϕ = ωt ïðèâîäèò ê íîâûì êàíîíè÷åñêèì ïåðå-

Q

x

P/(mω)

p/(mω)

ϕ

Ðèñ. 56. Ïîâîðîò íà óãîë ϕ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà ïëîñêîñòè x, p/(mω) � êàíîíè÷å-
ñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

ìåííûì
Q = A cos ϕ0, P = −mωA sin ϕ0,

íå çàâèñÿùèì îò âðåìåíè, è ê íîâîìó ãàìèëüòîíèàíó

H ′ = 0.

Òàêèå ïðîñòûå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå è òðèâèàëüíûé âèä íîâîãî ãàìèëüòîíèàíà
èíòåðåñíû íå ñàìè ïî ñåáå, à êàê ïåðâûé øàã äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé â
ñëó÷àå, åñëè èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí îòëè÷àåòñÿ îò ãàìèëüòîíèàíà ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà ìàëûìè äîáàâêàìè (ñì., íàïðèìåð, [3, çàäà÷à 11.28]).

Ïðèìåð 3. Â êâàíòîâîé òåîðèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà âàæíóþ ðîëü èãðà-
þò ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ:

a =
mωx + ip√

2mω
, a∗ =

mωx− ip√
2mω

(38.3)

(èì ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ êâàíòîâ). Ìîæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî

Q = a, P = ia∗ (38.4)

ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (2) íîâûå
êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå çàâèñÿò î âðåìåíè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q = a =

√
mω

2
Ae−i(ωt+ϕ0) , P = ia∗ = i

√
mω

2
Ae+i(ωt+ϕ0) , (38.5a)
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à íîâûé ãàìèëüòîíèàí èìååò ïðîñòîé âèä

H ′ = ωa∗a = −iωQP. (38.5b)

Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå âåëè÷èíû

aeiωt è ia∗e−iωt .

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (2) òàêèå âåëè÷èíû íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, à íîâûé
ãàìèëüòîíèàí H ′ = 0. Îá èñïîëüçîâàíèè òàêèõ ïåðåìåííûõ â ðÿäå çàäà÷ î íåëèíåé-
íûõ êîëåáàíèÿõ ñì. [3, çàäà÷è 11.25, 11.27].

Ïðèìåð 4. Äëÿ ÷àñòèöû â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, íàïðàâëåííîì ïî îñè z,
ââåäåì ïåðåìåííûå

PX = px = mvx , X = x− py

mω
= −vy

ω
,

PY = py = mωx0 , Y = y − px

mω
= y0

(ñì. ïðèìåð 1 â � 33.2). Ëåãêî ïðîâåðèòü, âû÷èñëÿÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ñêîáêè Ïóàññî-
íà, ÷òî ïåðåõîä ê ýòèì ïåðåìåííûì îò x, y, px, py � êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Åñëè ìàãíèòíîå ïîëå ïîñòîÿííî, òî íîâàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñâåäåòñÿ ê îñöèë-
ëÿòîðíîé:

H(PX , PY , X, Y ) =
mv2

2
=

P 2
X

2m
+

mω2X2

2
.

Ïðèìåð 5. Ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
ïîâîðîò íà îäèí è òîò æå óãîë â ïëîñêîñòè x, py/(mω) è ïëîñêîñòè y, px/(mω), ìîæíî
ïðèâåñòè ãàìèëüòîíèàí òðåõìåðíîãî àíèçîòðîïíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â
îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ê ñóììå êâàäðàòîâ (ñì. [3, çàäà÷è 11.7�11.9]).

Çàäà÷à
38.1 Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ôóíêöèÿ

Ãàìèëüòîíà êîòîðîãî

H =
p2

2m
+

mω2x2

2
+ αx3

è |αx| ¿ mω2.
Âûïîëíèòü êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, áëèçêîå ê òîæäåñòâåííîìó, ñ ïîìîùüþ

ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

Φ(x, P, t) = xP + ax3 + bx2P + cxP 2 + dP 3 .

Ïîêàæèòå, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü a = c = 0 è ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû b è d òàê,
÷òîáû íîâàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñâîäèëàñü ê ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî íîâûì ïåðåìåííûì Q è P
âêëþ÷èòåëüíî. Íàéòè x(t).
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� 39. Äåéñòâèå âäîëü èñòèííîé òðàåêòîðèè
êàê ôóíêöèÿ íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ
êîîðäèíàò è âðåìåíè
Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó, èìåþùóþ â íà÷àëüíûé ìîìåíò t1 îáîáù¼ííóþ êîîðäèíàòó q(1)

(òî÷êà 1 íà ðèñ. 57). Ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ñêîðîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå çàêîíû äâèæåíèÿ � êðèâûå a, b, c . . . . Ïóñòü òî÷êå 2 íà ðèñ. 57
c êîîðäèíàòîé q è âðåìåíåì t ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ êðèâàÿ a. Èíòåãðàë

S12 =

2∫

1

L(q, q̇, t) dt , (39.1a)

âçÿòûé âäîëü êðèâîé a îò òî÷êè 1 äî òî÷êè 2, ÿâëÿåòñÿ (ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè
t1 è q(1)) ôóíêöèåé êîíå÷íîé òî÷êè 2:

S12 = S(q, t) . (39.1b)

Ýòó ôóíêöèþ ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå. Â îòëè÷èå îò èíòåãðàëîâ äåéñòâèÿ,
ðàññìàòðèâàåìûõ â âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïàõ, â (1) èñïîëüçóåòñÿ èñòèííûé çàêîí
äâèæåíèÿ q(t).

t1 t t + dt

q(1)

q

q + dq

1

2

4

3

b

a

c

Ðèñ. 57. Ê îïðåäåëåíèþ äåéñòâèÿ êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè è å¼ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ

Îêàçûâàåòñÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ôóíêöèè ìîæíî ðàçâèòü åù¼ îäèí ñïîñîá
ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò ïîäõîäîâ Íüþòîíà, Ëàãðàíæà, Ãà-
ìèëüòîíà. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè àíàëîãèþ ìåæäó çàäà÷àìè ìåõàíèêè è
îïòèêè (ñì. äàëåå � 41.3). Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ S(q, t) ïîëåçíà è â êâàíòîâîé ìåõà-
íèêå, ãäå â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè âåëè÷èíà S(q, t)/~ ñîâïàäàåò ñ ôàçîé
âîëíîâîé ôóíêöèè (çäåñü ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà). Ðàçáåðåì ïîäðîáíåå ñâîéñòâà
S(q, t).
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39.1. Ñâîéñòâà S(q, t)

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè S(q, t). Íà÷íåì ñ ∂S/∂t. Äëÿ ýòîãî âñïîì-
íèì ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ è ðàññìîòðèì äâà ðàçëè÷íûõ ïóòè, âåäóùèõ
èç òî÷êè 1 â òî÷êó 3 c êîîðäèíàòîé q è âðåìåíåì t + dt: îäèí ïóòü âäîëü êðèâîé
èñòèííîãî äâèæåíèÿ b (âêëàä ýòîãî ïóòè â äåéñòâèå åñòü S(q, t + dt)), âòîðîé ïóòü
ñîñòîèò èç ó÷àñòêà 1 → 2 âäîëü êðèâîé èñòèííîãî äâèæåíèÿ a (âêëàä ýòîãî ó÷àñòêà
â äåéñòâèå ðàâåí S(q, t)) è ìàëîãî ó÷àñòêà 2 → 3, âêëàä êîòîðîãî â äåéñòâèå ðàâåí
Ldt. Âñïîìèíàÿ ñîîòíîøåíèå

L = pq̇ −H

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ó÷àñòêå 2 → 3 âåëè÷èíà q̇ = 0, ïîëó÷àåì
Ldt|2→3 = −Hdt .

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ãàìèëüòîíà, δS = 0, ò. å. ïåðâûé è âòîðîé ïóòè äàþò îäèíàêîâûé
ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ âåëè÷èí ∼ dt âêëþ÷èòåëüíî âêëàä â äåéñòâèå. Ïîýòîìó

S(q, t + dt) = S(q, t)−Hdt,

îòêóäà ïîëó÷àåì
S(q, t + dt)− S(q, t) = −Hdt,

èëè
∂S

∂t
= −H . (39.2)

×òîáû íàéòè ∂S/∂q, ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå S(q, t) ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè (q, t)
(òî÷êà 2 íà ðèñ. 57) ê òî÷êå (q + dq, t) (òî÷êà 4 íà ðèñ. 57). Ïðèðàâíèâàåì

S(q + dq, t) =

4∫

1

Ldt

âäîëü êðèâîé c è âäîëü �ïðîáíîãî� ïóòè, ñîñòîÿùåãî èç ó÷àñòêà 1 → 2 êðèâîé a è
ìàëîãî ó÷àñòêà 2 → 4. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïóòü 1 → 2 → 4 íå äîëæåí áûòü �äîïóùåí ê
êîíêóðñó� â ïðèíöèïå íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, òàê êàê íà ó÷àñòêå 2 → 4 âåëè÷èíà q̇
îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Íî äîïóñòèìà çàâèñèìîñòü q(t), ñêîëü óãîäíî áëèçêàÿ
è ïðèòîì äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ. Ïîýòîìó äëÿ ó÷àñòêà 2 → 4 ìîæíî ïðèíÿòü

dt → 0 , q̇ →∞ , q̇dt = dq .

Âêëàä â äåéñòâèå ýòîãî ó÷àñòêà
Ldt|2→4 = (pq̇ −H)dt = pdq −Hdt

ñâîäèòñÿ ê pdq. Èòàê,
S(q + dq, t) = S(q, t) + pdq,

îòêóäà ∂S/∂q = p. Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, äåéñòâóÿ òàê æå, ïîëó÷àåì
∂S

∂qi

= pi . (39.3)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèå êàê ôóíêöèþ êîîðäèíàò q
(1)
i è âðå-

ìåíè t1 íà÷àëà äâèæåíèÿ. Â èòîãå ïîëó÷àåì
dS(q, t, q(1), t1) =

∑
i

pidqi −Hdt−
∑

i

p
(1)
1 dq

(1)
i + H(1)dt1 . (39.4)
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39.2. Äâèæåíèå ñèñòåìû êàê êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóíêöèÿ S(q, t, q(1), t1) ìîãëà áû áûòü ðåàëüíî íàéäåíà ëèøü ïîñëå òîãî, êàê íàé-

äåí çàêîí äâèæåíèÿ qi(t). Íî ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ñäå-
ëàòü îïðåäåëåííûå îáùèå çàêëþ÷åíèÿ î äâèæåíèè ñèñòåìû, çàäàâàåìîì óðàâíåíèÿ-
ìè Ãàìèëüòîíà. Íàïðèìåð, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïåðåõîä îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ê èõ çíà÷åíèÿì ñïóñòÿ âðåìÿ τ ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì
ïðåîáðàçîâàíèåì16. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

F (q(1), q, t) = −S(q, t + τ, q(1), t) , (39.5)

ãäå q(1) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñòàðûå, à q � êàê íîâûå êîîðäèíàòû. Ñ ó÷åòîì (4)
ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ïðîèñõîäèò òàêæå ïåðåõîä îò ñòàðîãî
ãàìèëüòîíèàíà H(1) ê íîâîìó H.

39.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Í¼òåð
Íàéäåííûå âûøå ñâîéñòâà S(q, t, q(1), t1) ïîçâîëÿþò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî äîêàçàòü

òåîðåìó Í¼òåð, ôîðìóëèðîâêà êîòîðîé äàíà â � 14.3. Ïóñòü qi = gi(t) , i = 1, . . . , s
îïèñûâàåò èñòèííîå äâèæåíèå ñèñòåìû. Ðàññ÷èòàííîå âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè äåé-
ñòâèå åñòü ôóíêöèÿ íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè:

S12 ≡ S(q(2), t2, q
(1), t1) =

∫ 2

1

L

(
g(t),

dg(t)

dt
, t

)
dt .

Òàê êàê âèä äåéñòâèÿ íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ïåðåìåííûì q′i, t′, ðàâåíñòâà
q′i = gi(t

′) òàêæå îïèñûâàþò äåéñòâèòåëüíîå äâèæåíèå ñèñòåìû. Âûðàæåííûå â ïåðå-
ìåííûõ qi, t ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ε, ýòè ðàâåíñòâà èìåþò âèä

qi + δqi = gi(t + δt) ,

ãäå
δqi = εfi(q(t), t) , δt = εh(q(t), t) .

Ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèå

S1′2′ =

∫ 2′

1′
L

(
g(t′),

dg(t′)
dt′

, t′
)

dt′ = S(q(2) + δq(2), t2 + δ2, q
(1) + δq(1), t1 + δt1) .

Ìàëûå èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè íà÷àëà è êîíöà äâèæåíèÿ ïðè ïåðåõî-
äå îò òðàåêòîðèè g(t) íà ó÷àñòêå 12 ê òðàåêòîðèè g(t′) íà ó÷àñòêå 1′2′ ïðèâîäÿò ê
èçìåíåíèþ äåéñòâèÿ (4):

S1′2′ − S12 =
∑

i

pi(t2)δq
(2)
i − E(t2)δt2 −

∑
i

pi(t1)δq
(1)
i + E(t1)δt1 . (39.6)

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýíåðãèÿ E(t), êîîðäèíàòû qi(t), è èìïóëüñû pi(t) ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèè âðåìåíè íà èñòèííîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ñèñòåìû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû, S12 = S1′2′ , òàê ÷òî

E(t) · h(q(t), t)−
s∑

i=1

pi(t) · fi(q(t), t) = const . (39.7)

16Ýòîò ôàêò îòìå÷àëñÿ ðàíåå � ñì. (36.19).
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� 40. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ
40.1. Èíâàðèàíòíîñòü ôàçîâîãî îáú¼ìà îòíîñèòåëüíî
êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
Ïóñòü çàìêíóòàÿ 2s − 1-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü âûäåëÿåò â 2s-ìåðíîì ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè p1, . . . ps, q1, . . . qs íåêîòîðóþ îáëàñòü Ω. Íàçîâåì ôàçîâûì
îáú¼ìîì ýòîé îáëàñòè èíòåãðàë

Γ =

∫

Ω

dp1 . . . dpsdq1 . . . dqs .

Ïðè ïðîèçâîëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè îò ïåðåìåííûõ q, p ê ïåðåìåííûì Q,P îáëàñòü Ω
ïåðåõîäèò â îáëàñòü Ω′ â íîâûõ ïåðåìåííûõ è èíòåãðàë ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Γ =

∫

Ω′

D dP1 . . . dPsdQ1 . . . dQs

ãäå
D =

∂(P, Q)

∂(p, q)
.

� ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ. Çäåñü è äàëåå áóêâîé p îáîçíà÷åíà ñîâîêóïíîñòü ïåðå-
ìåííûõ p1, . . . , ps è àíàëîãè÷íî äëÿ q, P è Q. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôàçîâûé îáú¼ì
îáëàñòè Ω′ ðàâåí

Γ′ =
∫

Ω′

dP1 . . . dPsdQ1 . . . dQs .

Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêîå, òî D = 1 è ôàçîâûé îáú¼ì íå
çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàò: Γ′ = Γ .

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò â äâà ýòàïà. Âíà÷àëå ïåðåéä¼ì îò ïåðåìåí-
íûõ p, q ê ïåðåìåííûì P, q à òîëüêî çàòåì ê ïåðåìåííûì P,Q. ßêîáèàí ïîëíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ÿêîáèàíîâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýòàïîâ:

D =
∂(P, Q)

∂(P, q)

∂(P, q)

∂(p, q)
.

Â êàæäîì èç ñîìíîæèòåëåé ïåðåìåííûå, íå èçìåíÿþùèåñÿ ïðè çàìåíå, ìîæíî îïó-
ñòèòü, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå îçíà÷àåò ïåðåõîä ê ìàòðèöàì âäâîå ìåíüøåãî ðàçìåðà.
Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÿêîáèàíû âçàèìíî îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñàìè âçà-
èìíî îáðàòíû è ïåðåõîäÿ ê îáðàòíîìó ÿêîáèàíó âî âòîðîì ñîìíîæèòåëå, ïîëó÷àåì

D =
∂(Q)

∂(q)

∣∣∣
P=const

/ ∂(p)

∂(P )

∣∣∣
q=const

. (40.1)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêîå è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
îíî çàäàíî ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé Φ(q, P ). Âûðàæàÿ ÷åðåç íåå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
ÿêîáèàíîâ, ñòîÿùèõ â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, ïîëó÷àåì

∂Qi

∂qk

=
∂Φ

∂qk∂Pi

,
∂pi

∂Pk

=
∂Φ

∂qi∂Pk

.
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Ìàòðèöû â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ðàâåíñòâà (1) âçàèìíî òðàíñïîíèðîâàíû, èõ
îïðåäåëèòåëè ðàâíû è ïîýòîìó D = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïóñòü êàæäàÿ òî÷êà âûäåëåííîãî ôàçîâîãî îáú¼ìà äâèæåòñÿ ñîãëàñíî óðàâíå-
íèÿì äâèæåíèÿ äàííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Êàê áûëî ïîêàçàíî â � 39.2, òàêîå
äâèæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå. Îòñþäà ñëåäóåò
âàæíàÿ â ïðèëîæåíèÿõ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ: ïðè äâèæåíèè ëþáîé ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû ôàçîâûé îáú¼ì íå èçìåíÿåòñÿ. Èíûìè ñëîâàìè, äâèæåíèå òî÷åê ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ïîäîáíû äâèæåíèþ ÷àñòèö íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïðèìåðû, èëëþñòðè-
ðóþùèå äâèæåíèå òî÷åê, èçîáðàæàþùèõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå,
ðàññìîòðåíû â [3, çàäà÷à 11.24ä].

40.2. Ôîêóñèðóþùàÿ ëèíçà
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ãðóïïû ÷àñòèö, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ ëèí-

çó. Â ýòîì ñëó÷àå áëàãîäàðÿ òåîðåìå Ëèóâèëëÿ ìîæíî ñäåëàòü âàæíûå êà÷åñòâåííûå
çàêëþ÷åíèÿ, êàñàþùèåñÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö, äàæå íå çíàÿ äåòàëåé äâèæåíèÿ. Ïóñòü
ñëåâà íà ðèñ. 58 âäîëü îñè z äâèæåòñÿ ñãóñòîê çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, èìåþùèõ îäè-

1 2 3 4

z

Ðèñ. 58. Äâèæåíèå ÷àñòèö â îáëàñòè ôîêóñèðóþùåé ëèíçû: ïóíêòèðíûå ëèíèè ñîîò-
âåòñòâóþò ìîìåíòàì âðåìåíè, êîãäà ïó÷îê íàõîäèòñÿ ïåðåä ëèíçîé (ëèíèÿ 1), ñðàçó

ïîñëå íå¼ (ëèíèÿ 2), â ðàéîíå ôîêóñà (ëèíèÿ 3), ïîñëå íåãî (ëèíèÿ 4)

íàêîâóþ ïðîåêöèþ èìïóëüñà íà îñü z è íåáîëüøîé ðàçáðîñ êàê ïî ïîïåðå÷íîé êî-
îðäèíàòå x òàê è ïî ïîïåðå÷íîìó èìïóëüñó px. Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà ðàññìîòðèì
òîëüêî ÷àñòèöû, òðàåêòîðèè êîòîðûõ ëåæàò â ïëîñêîñòè xz.

Â óçêîì ñëîå â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 íà ÷àñòèöû äåéñòâóþò ýëåêòðè÷åñêèå
ïîëÿ, îòêëîíÿþùèå èõ òîëüêî â ïëîñêîñòè xz. Ýòîò ñëîé è íàçûâàåòñÿ ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîé ëèíçîé. Ïóñòü ïîëÿ ñëàáûå, òàê ÷òî óãëû îòêëîíåíèÿ θx = px/pz ìàëû,
|θx| ¿ 1 , è ìîæíî ïðèíÿòü äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû pz ≈ const. Ìîæíî ëè ñîçäàòü
òàêóþ êîíôèãóðàöèþ ïîëÿ, ÷òîáû îäíîâðåìåííî óìåíüøèòü ðàçáðîñ ÷àñòèö êàê ïî
ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå òàê è ïîïåðå÷íîìó èìïóëüñó (ò. å. ïî óãëàì θx)? Òåîðåìà
Ëèóâèëëÿ çàïðåùàåò òàêóþ ôîêóñèðîâêó.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü H(px, pz, x, z, t) � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû. Ñ÷èòàÿ pz = const
è ïîäñòàâëÿÿ z = pzt/m, ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí îäíîìåðíîãî ïîïåðå÷íîãî äâèæå-
íèÿ. Íà÷àëüíîìó ðàçáðîñó ÷àñòèö ïî x, px ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ îáëàñòü íà ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè. Îäíîâðåìåííîé ôîêóñèðîâêå ïî êîîðäèíàòå è èìïóëüñó ïîñëå ïðî-
õîæäåíèÿ ëèíçû ñîîòâåòñòâîâàëî áû óìåíüøåíèå ýòîé ïëîùàäè, ÷òî íåâîçìîæíî â
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ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ.
Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå îáëàñòè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðè ïðîõîæäåíèè ÷å-

ðåç êîíôèãóðàöèþ ïîëÿ, ðàáîòàþùóþ êàê ôîêóñèðóþùàÿ ëèíçà, ò. å. ñæèìàþùóþ

1

2

x

px

3 4

x

px

Ðèñ. 59. Îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, çàíÿòûå ïó÷êîì ÷àñòèö â ðàçíûå ìîìåíòû
âðåìåíè: 1�2�3�4

øèðîêèé ïî îñè x ïó÷îê â óçêèé ïó÷îê. Íà ðèñ. 59 ïîêàçàíà ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü x, px

äëÿ ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ. Ïóñòü ýëëèïñ 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáëàñòü, ãäå ñîñðå-
äîòî÷åíû èçîáðàæåíèÿ ÷àñòèö ïàäàþùåãî ïó÷êà ïåðåä ëèíçîé. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ
ëèíçû ðåçêî âîçðàñòàåò ðàçáðîñ ïî óãëàì ïðè íåèçìåííîì ðàçìåðå ïó÷êà (ñì. ýëëèïñ
2). Çàòåì íàáëþäàåòñÿ ñâîáîäíîå äâèæåíèå â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, âåäóùåå ê
ñæàòèþ ïó÷êà (ýëëèïñ 3), à çàòåì � âíîâü ê ðàñøèðåíèþ ïó÷êà (ýëëèïñ 4). Ïîñëå
ïðîõîæäåíèÿ ëèíçû ðàçáðîñ ïî óãëàì îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðà-
öèè îò z ìîæíî îïèñûâàòü, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè èç [3, çàäà÷à 11.24å].

Çàäà÷à

40.1 à) Êàê èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì îáú¼ì, îáú¼ì â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå
è ôàçîâûé îáú¼ì, çàíèìàåìûå ãðóïïîé ñâîáîäíî äâèæóùèõñÿ âäîëü îñè x ÷àñòèö?
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò êîîðäèíàòû ÷àñòèö çàêëþ÷åíû â èíòåðâàëå x0 < x < x0 + ∆x0,
à èìïóëüñû � â èíòåðâàëå p0 < p < p0 + ∆p0.

á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ âäîëü îñè x ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè.
Ñîóäàðåíèÿ ñî ñòåíêàìè àáñîëþòíî óïðóãèå. Äðóã ñ äðóãîì ÷àñòèöû íå âçàèìîäåé-
ñòâóþò.

â) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ãðóïïû ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ.
ã) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ãðóïïû ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñ òðåíèåì.
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� 41. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè
41.1. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ
Äåéñòâèå S(q, t, q(1), t1) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ, êîòîðîå ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè â

ñîîòíîøåíèå (39.2)
∂S

∂t
= −H(p1, p2, . . . , ps, q1, q2, . . . , qs, t)

âìåñòî pi ïîäñòàâèòü åãî âûðàæåíèå pi = ∂S/∂qi èç ôîðìóëû (39.3). Â èòîãå ïîëó÷èì
óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

∂S

∂t
+ H

(
∂S

∂q1

, . . . ,
∂S

∂qs

, q1, . . . , qs, t

)
= 0 , (41.1)

àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ ýéêîíàëà äëÿ ñâåòîâûõ ëó÷åé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ åãî ïî-
ìîùüþ òàêæå ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó î äâèæåíèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî
íóæíî íàéòè ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (1) � ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ åìó
è çàâèñÿùóþ îò s ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ α1, . . . , αs (íå ñ÷èòàÿ íåñóùåñòâåííîé
àääèòèâíîé s + 1-é ïîñòîÿííîé αs+1):

S = f(q1, . . . , qs, α1, . . . , αs, t) + αs+1 . (41.2)

Òîãäà íàõîæäåíèå qi(t) è pi(t) ñâåä¼òñÿ ê ðåøåíèþ òîëüêî àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
×òîáû ïîêàçàòü ýòî, ïðèìåì f(q, α, t) çà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ êàíîíè÷åñêîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ, à αi � çà íîâûå èìïóëüñû. Òîãäà êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

qi = qi(α, β, t) , pi = pi(α, β, t) (41.3)

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

∂f

∂qi

= pi ,
∂f

∂αi

= βi , (41.4)

ãäå ÷åðåç βi îáîçíà÷åíû íîâûå êîîðäèíàòû. Íîâûé ãàìèëüòîíèàí

H ′(α, β, t) = H +
∂f

∂t

ñîãëàñíî (1), (2) îêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûì íóëþ: H ′(α, β, t) = 0. Íîâûå
êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå â ñèëó óðàâíåíèé

α̇i = −∂H ′

∂βi

= 0 , β̇i = −∂H ′

∂αi

= 0

îêàçûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ, à óðàâíåíèÿ (3) îïðåäåëÿþò çàêîí äâèæåíèÿ,
ïðè÷åì ïàðàìåòðîâ α, β êàê ðàç äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì.

Êàê æå íàõîäèòü ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè è âñåãäà ëè ýòî
âîçìîæíî? Ýòî âîçìîæíî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòóðàì. Îäíàêî òàêèå ñëó÷àè ìîæíî ñ÷èòàòü, ñêîðåå,

134



èñêëþ÷åíèÿìè. Ïðåäñòàâëÿþùèå íàèáîëüøèé ôèçè÷åñêèé èíòåðåñ ïðèìåðû ïåðå-
÷èñëåíû â [1, � 48]. Â ÷àñòíîñòè, ýòî çàäà÷è î äâèæåíèè ÷àñòèöû â ïîëå ïàðû íåïî-
äâèæíûõ êóëîíîâñêèõ öåíòðîâ, â êóëîíîâñêîì ïîëå ñ äîáàâëåíèåì îäíîðîäíîãî ïîëÿ.
Ïðè ýòîì óñïåõ äîñòèãàåòñÿ óäà÷íûì âûáîðîì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò. Ïîëíûé
èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè íàõîäèòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Åñëè ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíî, òî ìîæíî èñêàòü S â âèäå

S(q1, . . . , qs, t) = −Et + S0(q1, . . . , qs) , (41.5)

ãäå S0(q1, . . . , qs) íàçûâàåòñÿ óêîðî÷åííûì äåéñòâèåì. Äëÿ íåãî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

H

(
∂S0

∂q1

, . . . ,
∂S0

∂qs

, q1, . . . , qs

)
= E . (41.6)

Äàëåå ïðåäñòàâëÿåì S0 â âèäå

S0(q1, . . . , qs) =
s∑

i=1

Si(qi) , (41.7a)

ïðè ýòîì
Si(qi) =

∫
pi(qi) dqi . (41.7b)

ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå (6) èìååò ðåøåíèå òàêîãî âèäà îòíþäü íå âñåãäà, î ÷åì è øëà
ðå÷ü âûøå.

41.2. Äâèæåíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â ïîëå U(r) = −α
r

Â íàøåì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû èìååò âèä (33.12):

H(p, r, t) =
√

p2c2 + m2c4 − α

r
,

ãäå ðåëÿòèâèñòñêèé èìïóëüñ
p =

mv√
1− (v/c)2

.

Ïðè äâèæåíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå ñîõðàíÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèå ýíåðãèÿ E è ìîìåíò
èìïóëüñà M:

E =
√

p2c2 + m2c4 − α

r
, M = [r,p] =

m [r,v]√
1− (v/c)2

.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äâèæåíèå ÷àñòèöû ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïî-
ñòîÿííîìó âåêòîðó M. Ââåäåì â ýòîé ïëîñêîñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r è ϕ, ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ðàâíà

L = −mc2

√
1− ṙ2 + r2ϕ̇2

c2 +
α

r
.

Cîîòâåòñòâóþùèå îáîáù¼ííûå èìïóëüñû

pr =
∂L

∂ṙ
=

mṙ√
1− (v/c)2

, pϕ ≡ M =
∂L

∂ϕ̇
=

mr2ϕ̇√
1− (v/c)2
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ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (îíî èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå �
ñì. (8.9))

p2 = p2
r +

M2

r2 ,

ïîýòîìó

pr(r) = ±
√

1

c2

(
E +

α

r

)2

− M2

r2 −m2c2 .

Ðåøåíèå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè äëÿ óêîðî÷åííîãî äåéñòâèÿ èùåì â âèäå
(7):

S0(r, ϕ) =

∫
pϕ(ϕ) dϕ +

∫
pr(r) dr .

Â èòîãå ïîëó÷àåì ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

S(r, ϕ, E , M, t) = −E t + Mϕ +

∫
pr(r) dr ,

ãäå âåëè÷èíû E è M èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðîâ α1,2.
Óðàâíåíèå ∂S/∂α1 = β1 èëè ∂S/∂E = const îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü r(t):

t =
1

c2

∫ (
E +

α

r

) dr

pr(r)
, (41.8)

à óðàâíåíèå ∂S/∂M = const èëè

ϕ =

∫
M

r2

dr

pr(r)
(41.9)

îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Ñðàâíèì óðàâíåíèå (9) ñ óðàâíåíèåì (3.21) äëÿ
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â ïîëå

U(r) = −α

r
+

β

r2 .

Âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (9) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (3.21) ïðè çàìåíàõ

m → E
c2

, E → E2 −m2c4

2E , β → −α2

2E . (41.10)

Äðóãèìè ñëîâàìè, óðàâíåíèå (9) ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû
â êóëîíîâñêîì ïîëå U(r) = −α/r ñ âîçìóùåíèåì â âèäå äîïîëíèòåëüíîãî öåíòðàëü-
íîãî ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ

δU(r) = − α2

2E r2
. (41.11)

Ïðè M > α/c ýòî ïîçâîëÿåò ñðàçó çàïèñàòü îòâåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ
â âèäå, àíàëîãè÷íîì (3.23):

r =
p̃

1 + ẽ cos(γϕ)
, (41.12)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

γ =

√
1− α2

c2M2 , p̃ =
c2M2 − α2

Eα
, ẽ =

√
1 +

(E2 −m2c4)(c2M2 − α2)

E2α2
. (41.13)
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Äëÿ ñëó÷àÿ E < mc2 (ïðè ýòîì ẽ < 1) òðàåêòîðèÿ ñîîòâåòñòâóåò ôèíèòíîìó äâèæåíèÿ
÷àñòèöû è, âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàìêíóòà (ñì. ðèñ. 5, á). Çà îäíî ðàäèàëüíîå êîëåáàíèå
÷àñòèöû åå ïîëÿðíûé óãîë èçìåíèòñÿ íà

∆ϕ =
2π

γ
, (41.14)

ïîýòîìó ïåðèãåëèé ñìåùàåòñÿ íà óãîë

δϕ =
2π

γ
− 2π . (41.15a)

Äëÿ äâèæåíèÿ ïëàíåò â ñîëíå÷íîé ñèñòåìå ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåðåëÿòèâèñò-
ñêèé ïðåäåëå ýòîãî âûðàæåíèÿ (ñ÷èòàÿ v ¿ c èëè mc2 − E ≈ α/(2a) ¿ mc2)

δϕ ≈ π
α/a

mc2(1− e2)
, (41.15b)

ãäå a è e � áîëüøàÿ ïîëóîñü è ýêñöåíòðèñèòåò ïëàíåòû. Äëÿ ïëàíåòû Ìåðêóðèé
÷èñëåííîå çíà÷åíèå ñìåùåíèÿ ïåðèãåëèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

δϕ ≈ 7, 2 ′′ â ñòîëåòèå. (41.16)

Íàáëþäàåìàÿ ïðåöåññèÿ ïåðèãåëèÿ Ìåðêóðèÿ (ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ âëèÿíèÿ äðóãèõ
ïëàíåò) ðàâíà

δϕíàáëþä = (43, 11± 0, 45) ′′ â ñòîëåòèå. (41.17)

Ýòî çíà÷åíèå δϕíàáëþä íàõîäèòñÿ â î÷åâèäíîì ïðîòèâîðå÷èè ñ ïðåäñêàçàíèåì (17) ñïå-
öèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, íî ïðåêðàñíî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäñêàçàíèåì îáùåé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ñì. [10, � 101]):

δϕOTO = 6δϕ ≈ 43 ′′ â ñòîëåòèå. (41.18)

41.3. Îïòèêî-ìåõàíè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ
Èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòîâîé âîëíû â ïðîçðà÷íîé ñðåäå ñ ïîêàçàòåëåì

ïðåëîìëåíèÿ n(r) ìîæíî îïèñûâàòü êàê äâèæåíèå âîëíîâûõ ïîâåðõíîñòåé � ïîâåðõ-
íîñòåé îäèíàêîâûõ ôàç Ψ(r, t) = const. Â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ôàçà
Ψ(r, t) ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ýéêîíàëà

(∇Ψ)2 =
n2

c2

(
∂Ψ

∂t

)2

,

ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå (ñì. [9, � 85]).
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôîòîíà ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñîãëàñíî (33.12a) èìååò âèä

H(p, r) =
c

n(r)
|p| .

Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè
∂S

∂t
+

c

n(r)
|∇S| = 0

ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ýéêîíàëà, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ôóíêöèÿ S(r, t)
ïðîïîðöèîíàëüíà ôàçå Ψ(r, t). Èíûìè ñëîâàìè, â ìåõàíèêå ôîòîíà ðîëü âîëíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé èãðàþò ïîâåðõíîñòè S(r, t) = const, ãäå S(r, t) � äåéñòâèå êàê ôóíêöèÿ
êîîðäèíàò è âðåìåíè.
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Çàäà÷à
41.1. Îïðåäåëèòü òðàåêòîðèè è çàêîíû äâèæåíèÿ ÷àñòèö, ðàññåèâàåìûõ â ïîëå

U(r, θ, ϕ) =
a cos θ

r2

è ïàäàþùèõ â öåíòð ýòîãî ïîëÿ. Òðàåêòîðèþ âûðàçèòü ÷åðåç êâàäðàòóðû, à ïðè
Eρ2 ¿ a � è àíàëèòè÷åñêè. Ñêîðîñòü ÷àñòèö äî ðàññåÿíèÿ ïàðàëëåëüíà îñè z.

� 42. Ïåðåìåííûå äåéñòâèå�óãîë
Åñëè ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, äîïóñêàþùàÿ ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè

Ãàìèëüòîíà�ßêîáè, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå, òî äëÿ íå¼ ìîæíî ââåñòè îñîáûå
êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå w1, . . . , ws, I1, . . . , Is, íàçûâàåìûå óãëîâûìè ïåðåìåííûìè
è ïåðåìåííûìè äåéñòâèÿ. Îíè ïîçâîëÿþò äàòü åäèíîå è î÷åíü ïðîñòîå îïèñàíèå
âñåõ òàêèõ ñèñòåì. Êðîìå òîãî, îíè ïîëåçíû ïðè èññëåäîâàíèè ìåõàíè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå áîëåå èëè ìåíåå çíà÷èòåëüíîé ìîäèôèêàöèè
èñõîäíûõ è íå äîïóñêàþò ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Íåðåäêî ñîâðåìåííûå èññëåäîâà-
íèÿ ïî íåëèíåéíîé ìåõàíèêå ñòàðòóþò ñðàçó ñ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è â ïåðåìåííûõ
äåéñòâèå�óãîë. Ìû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñèñòåìû íå çàâèñèò
îò âðåìåíè ÿâíî: ∂H/∂t = 0.

42.1. Ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(p, q),

ñîâåðøàþùóþ ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òàêîé ñèñòåìû ìîæíî
ââåñòè íîâûå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå (êîîðäèíàòó w è èìïóëüñ I), â êîòîðûõ äâè-
æåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû âûãëÿäèò ïðåäåëüíî ïðîñòî, äàæå åñëè â èñõîäíûõ
ïåðåìåííûõ q è p ýòî äâèæåíèå áûëî äîñòàòî÷íî ñëîæíûì. Èìåííî, èìïóëüñ I ñîõðà-
íÿåòñÿ, à êîîðäèíàòà w ëèíåéíî ðàñò¼ò ñî âðåìåíåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîìó
äâèæåíèþ òî÷êè â ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì âñÿ èíäèâèäóàëüíîñòü èñõîäíîé ñè-
ñòåìû áóäåò �ñïðÿòàíà� â ôîðìóëàõ ñâÿçè ñòàðûõ è íîâûõ ïåðåìåííûõ, òàê ÷òî íîâîå
îïèñàíèå áóäåò ñîâåðøåííî îäèíàêîâûì äëÿ ñàìûõ ðàçíûõ ñèñòåì. Ïðåæäå ÷åì ïå-
ðåõîäèòü ê îáùåìó ñëó÷àþ, ðàññìîòðèì ïîó÷èòåëüíûé ïðèìåð.

Ïðèìåð. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H(p, x) =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 = E . (42.1)

Íîâûå ïåðåìåííûå ââåä¼ì ñîîòíîøåíèÿìè (èõ ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ïðîèçâî-
äÿùóþ ôóíêöèþ (11), ïðèâîäèìóþ íèæå)

x =

√
2I

mω
sin w, p =

√
2mωI cos w . (42.2)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
{p, x}I,w = 1 ,
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ò. å. ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (2) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Íîâàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà

H ′(I, w) = H(p(w, I), x(w, I)) = ωI

íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû w, ïîýòîìó íîâûé èìïóëüñ

I =
E

ω
(42.3)

ñîõðàíÿåòñÿ: I = const. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà äëÿ íîâîé êîîðäèíàòû

ẇ =
∂H ′

∂I
= ω (42.4)

ïðèâîäèò ê òðèâèàëüíîìó çàêîíó äâèæåíèÿ:

w(t) = ω t + w0 . (42.5)

Íà ðèñ. 60 ïîêàçàíû ôàçîâûå òðàåêòîðèè â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ xp, èìåþùåå âèä
ýëëèïñîâ, è ïðÿìîëèíåéíûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå�óãîë.

p

x

I

w

Ðèñ. 60. Ôàçîâûå òðàåêòîðèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ
p, x è â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå�óãîë I, w

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âîïðîñ
î ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ òðèâèàëåí. Èç ðàâåíñòâà

H(p, q) = E (42.6)

âûðàçèì p = p(q, E) è íàéä¼ì óêîðî÷åííîå äåéñòâèå

S0(q, E) =

q∫

q0

p(q, E) dq . (42.7)

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó I êàê

I(E) =
1

2π

∮
p(q, E) dq , (42.8)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïåðèîäó äâèæåíèÿ (èìåÿ â âèäó, íàïðèìåð, ìàÿòíèê, ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè ïåðèîä äâèæåíèÿ åñòü ëèáî ïåðèîä
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p

q

q0 q

Ðèñ. 61. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óêîðî÷åííîãî äåéñòâèÿ � âûäåëåííàÿ ïëîùàäü
íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè

êîëåáàíèÿ, ëèáî ïåðèîä ïîëíîãî îáðàùåíèÿ ìàÿòíèêà). Íàãëÿäíûé ñìûñë âåëè÷è-
íû S0(q, E) � ïëîùàäü íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, îòìå÷åííàÿ íà ðèñ. 61, à âåëè÷èíà
2πI ñîîòâåòñòâóåò ïëîùàäè, îãðàíè÷åííîé ôàçîâîé òðàåêòîðèåé çà ïåðèîä äâèæå-
íèÿ. Îòìåòèì, ÷òî óêîðî÷åííîå äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé êîîð-
äèíàòû, âûðàñòàÿ çà ïåðèîä íà âåëè÷èíó 2πI, òàê ÷òî ïîñëå n ïåðèîäîâ äâèæåíèÿ
ïðèðàùåíèå

∆S0 = 2πn I . (42.9)

Âûðàçèâ èç (8) E(I) è ïîäñòàâèâ â (7), ïîëó÷èì ôóíêöèþ

Φ(q, I) = S0(q, E(I)) . (42.10)

Å¼ è ïðèìåì çà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, â êîòîðîì I
� íîâûé èìïóëüñ17. Ñâÿçü íîâûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñî ñòàðûìè îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè âèäà (36.16):

p =
∂Φ(q, I)

∂q
, w =

∂Φ(q, I)

∂I
. (42.12)

Íîâûé ãàìèëüòîíèàí ôàêòè÷åñêè óæå èçâåñòåí, îí íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû w:

H ′(I, w) = E(I) . (42.13)

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

İ = −∂H ′

∂w
= −∂E

∂w
= 0 , ẇ =

∂E

∂I
(42.14)

17Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìïóëüñ p(x,E) =
√

2mE − (mωx)2,
óêîðî÷åííîå äåéñòâèå

S0(x,E) =

x∫

x0

p(x,E) dx =
1
2
x
√

2mE − (mωx)2 +
E

ω
arcsin

(√
m

2E
ωx

)
+ 2πn

E

ω
+ const .

Îòñþäà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

Φ(x, I) =
1
2
x
√

2mωI − (mωx)2 + I arcsin
(√

m

2ωI
ωx

)
+ 2πn I + const . (42.11)
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ïðèâîäÿò ê çàêîíó äâèæåíèÿ äëÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ

I = const , w =
∂E

∂I
t + w0 . (42.15)

Âåëè÷èíó ∂E/∂I íàõîäèì ñ ïîìîùüþ (8):
∂I

∂E
=

1

2π

∮
∂p(q, E)

∂E
dq . (42.16)

×òîáû íàéòè ïðîèçâîäíóþ ∂p(q, E)/∂E, ïîäñòàâèì p = p(q, E) â óðàâíåíèå (6) è,
ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî H (p(q, E), q) = E ïî E, ïîëó÷èì

∂H

∂p

∂p

∂E
= 1 ,

îòêóäà
∂p

∂E
=

1

∂H/∂p
=

1

q̇
, (42.17)

òàê ÷òî
∂I

∂E
=

1

2π

∮
dq

q̇
=

T

2π
=

1

ω
, (42.18)

ãäå T = 2π/ω � ïåðèîä äâèæåíèÿ, à ω � ÷àñòîòà. Â îáùåì ñëó÷àå ÷àñòîòà ω çàâèñèò
îò ýíåðãèè, ò. å. îò I. Èòàê,

I = const , w = ω(I) t + w0 . (42.19)

Óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ w òàê æå, êàê è óêîðî÷åííîå äåéñòâèå, ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîé
ôóíêöèåé êîîðäèíàòû q. Çà ïåðèîä äâèæåíèÿ ïåðåìåííàÿ w óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2π (ñð.
(9)). Ïåðåìåííûå q è p � ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè w.

42.2. Ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
Äëÿ ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà, íå çàâèñÿ-

ùåé ÿâíî îò âðåìåíè (∂H/∂t = 0), ìîæíî ââåñòè ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ è óãëîâûå
ïåðåìåííûå â ñëó÷àå, åñëè ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ. Äåéñòâóåì âïîëíå àíàëîãè÷íî,
íî çàìåíÿåì â (7) ôóíêöèþ S0 íà Si èç (41.7). Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ Ii

îêàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé s ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ αj, â òîì ÷èñëå è ýíåðãèè E.
Íîâàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà åñòü

H ′ = E(I1, . . . , Is) , (42.19)

à ïàðû êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ qi, pi � ôóíêöèè �ñâîèõ�
wi è âñåõ ïåðåìåííûõ Ij. Ïàðàìåòðû αi òàêæå ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç Ij:

αi = αi(I1, . . . , Is) . (42.20)

Ïåðåìåííûå Ii èãðàþò îñîáóþ ðîëü ïðè ïåðåõîäå ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Â òàê íà-
çûâàåìîì êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îíè ìîãóò ïðèíèìàòü ëèøü äèñêðåòíûé
ðÿä çíà÷åíèé (ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåðôåëüäà):

Ii = ni ~

(çäåñü ni � öåëûå ÷èñëà, à ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà èëè êâàíò äåéñòâèÿ).
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42.3. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà, çàâèñÿùàÿ ÿâíî îò âðåìåíè
Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáî-

äû çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ = λ(t), èçìåíÿþùåãîñÿ ñî âðåìåíåì. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà H = H(p, q, λ) ïðèîáðåòàåò ÿâíóþ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ÷åðåç ýòîò
ïàðàìåòð, à ýíåðãèÿ ñèñòåìû E íå ñîõðàíÿåòñÿ. Ïåðåõîä ê êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåí-
íûì w, I â ýòîì ñëó÷àå ïðîâîäèòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì (8)�(10), (12), â êîòîðûõ,
îäíàêî, òåïåðü ïîÿâèòñÿ ïàðàìåòð λ. Â ÷àñòíîñòè, èìïóëüñ p = p(q, E, λ) íàõîäèòñÿ
èç óðàâíåíèÿ

H(p, q, λ) = E (42.21)

ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè λ. Ïîñëå ýòîãî îïðåäåëÿåòñÿ óêîðî÷åííîå äåéñòâèå
S0(q, E, λ) è ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Φ(q, I, λ).

Íîâàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñîãëàñíî (36.16) ðàâíà

H ′(I, w, λ) = E(I, λ) +
∂Φ(q, I, λ)

∂t
= E(I, λ) + λ̇

∂Φ(q, I, λ)

∂λ
. (42.22)

Â ýòîì âûðàæåíèè ïåðåìåííàÿ q â ôóíêöèè ∂Φ(q, I, λ)/∂λ äîëæíà áûòü çàìåíåíà
íà q = q(w, I), íàéäåííîå èç ðàâåíñòâ (12). Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì
ôóíêöèþ ÷åðåç

Λ(I, w, λ) =
∂Φ(q, I, λ)

∂λ

∣∣∣
q=q(w,I)

. (42.23)

Îòìåòèì ñðàçó æå, ÷òî ôóíêöèÿ Λ(I, w, λ) ÿâëÿåòñÿ (â îòëè÷èå îò Φ(q, I, λ)) îä-
íîçíà÷íîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé w18. Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè
Φ(q, I, λ) ïî λ ñîâåðøàåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè I, ïîýòîìó äîáàâêà 2πI,
âîçíèêàþùàÿ ïîñëå êàæäîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé (ñì. ôîðìóëû (9), (10)), èñ÷åçàåò.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì íîâóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà

H ′(I, w, λ) = E(I, λ) + λ̇ Λ(I, w, λ) (42.24)

è óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ (ñð. (14), (18))

İ = −λ̇
∂Λ

∂w
, ẇ = ω + λ̇

∂Λ

∂I
. (42.25)

Ýòè óðàâíåíèÿ óäîáíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé â ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíà
λ̇ îêàçûâàåòñÿ ìàëîé (ñì. � 43.3).

Ïðèìåð. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ÷àñòîòîé, çàâèñÿùåé îò âðåìåíè:

H(p, x, ω) =
p2

2m
+

1

2
mω2(t)x2 . (42.26)

Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðîì λ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòîòà ω = ω(t). Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
Φ(q, I, λ) è ñâÿçü ñòàðûõ è íîâûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïðåæíèìè ôîðìóëà-
ìè (11) è (2), â êîòîðûõ, îäíàêî, âåëè÷èíà ω çàâèñèò îò âðåìåíè. Íîâàÿ ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà ñîãëàñíî (22)�(24) ðàâíà

H ′(I, w, ω) = ωI + ω̇
∂Φ(q, I, ω)

∂ω
= ωI +

ω̇

2ω

√
2mωI − (mωx)2 =

18Åñëè ïàðàìåòð λ íå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, òî äâèæåíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêèì è îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Λ(I, w, λ) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé w.

142



= ωI +
ω̇

2ω
I sin 2w , (42.27)

à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òàêîâû

İ = − ω̇(t)

ω(t)
I cos 2w , ẇ = ω(t) +

ω̇(t)

2ω(t)
sin 2w . (42.28)

Åñëè ÷àñòîòà èçìåíÿåòñÿ ìåäëåííî è ïëàâíî, òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äëÿ äåé-
ñòâèÿ äîïîëíèòåëüíî ìàëà èç-çà òîãî, ÷òî ïðè ìàëîì ïàðàìåòðå ω̇(t) ñòîèò îñöèë-
ëèðóþùèé ìíîæèòåëü cos 2w. Ïîýòîìó ïðè óñðåäíåíèè çà ïåðèîä äâèæåíèÿ ïðàâàÿ
÷àñòü èñ÷åçàåò, ò. å. äåéñòâèå â ñðåäíåì ñîõðàíÿåòñÿ ( ïîäðîáíåå ñì. [3, çàäà÷à 13.10]).

� 43. Àäèàáàòè÷åñêèå èíâàðèàíòû
43.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåçóëüòàò
Ïóñòü ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â

óñëîâèÿõ, êîãäà å¼ ïàðàìåòð λ àäèàáàòè÷åñêè ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ. Ñëîâà �àäèàáà-
òè÷åñêè ìåäëåííî� îçíà÷àþò, ÷òî èçìåíåíèå ýòîãî ïàðàìåòðà ïðîèñõîäèò ìåäëåííî
è ïëàâíî. Èíûìè ñëîâàìè, èçìåíåíèå ýòîãî ïàðàìåòðà ∼ λ̇ T çà ïåðèîä êîëåáàíèÿ T
ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìèì ïàðàìåòðîì λ, à òàêæå ñêîðîñòü ýòîãî èçìåíåíèÿ λ̈ ìàëà
ïî ñðàâíåíèþ ñ λ̇/T :

λ̇ T ¿ λ , λ̈ T ¿ λ̇ . (43.1)

Ïóñòü H(p, q, λ) � ãàìèëüòîíèàí òàêîé ñèñòåìû. Åñëè ïàðàìåòð λ ïîñòîÿíåí, òî ýíåð-
ãèÿ E ñîõðàíÿåòñÿ, òðàåêòîðèÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé è îïðåäå-
ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

H(p, q, λ) = E . (43.2)

Ïóñòü p = p(q, E, λ) � ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, òîãäà ïëîùàäü, îõâàòûâàåìàÿ íà
ôàçîâîé ïëîñêîñòè ýòîé òðàåêòîðèåé ðàâíà

S(E, λ) =

∮
p(q, E, λ) dq . (43.3)

Åñëè æå ïàðàìåòð λ ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ, òî ýíåðãèÿ E óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñîõðà-
íÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé, å¼ ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå

〈E〉 ≡ 1

T

∫ T

0

E(t)dt (43.4)

ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ è ýòî èçìåíåíèå ñóùåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ èçìåíåíèåì ïàðà-
ìåòðà λ(t). Îêàçûâàåòñÿ, èç âåëè÷èí E è λ ìîæíî îáðàçîâàòü òàêóþ êîìáèíàöèþ �
ôóíêöèþ E(t) è λ(t), ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå êîòîðîé îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Òà-
êóþ êîìáèíàöèþ íàçûâàþò àäèàáàòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Çàáåãàÿ âïåð¼ä, óêàæåì,
÷òî àäèàáàòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ äåéñòâèå I. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ïëîùàäüþ, îõâà-
òûâàåìîé ôàçîâîé òðàåêòîðèåé, S(E, λ) = 2πI(E, λ) è âû÷èñëåííîé ïðè çàäàííûõ
(çàôèêñèðîâàííûõ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè) çíà÷åíèÿõ E è λ:

I(E, λ) =
S(E, λ)

2π
=

1

2π

∮
p(q, E, λ) dq . (43.5)
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Ìû ïîêàæåì â � 43.3, ÷òî
〈I(E, λ)〉 = const (43.6)

ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí ïîðÿäêà λ̇T âêëþ÷èòåëüíî. Çäåñü ìû ïðèâåä¼ì êà÷åñòâåííûå
ñîîáðàæåíèÿ, îñíîâàííûå íà òåîðåìå Ëèóâèëëÿ. Ïóñòü ïàðàìåòð λ(t) â íà÷àëüíûé
ìîìåíò èìååò çíà÷åíèå λ è åìó ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ E. Ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì çíà÷åíèè ýòîãî ïàðàìåòðà (è ýíåðãèè) ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà è
îãðàíè÷èâàåò ôàçîâóþ îáëàñòü ïëîùàäüþ S. Çàìåòèì, ÷òî ýíåðãèè îòäåëüíûõ òî÷åê
âíóòðè ýòîé îáëàñòè îòëè÷íû îò E. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå òî÷åê âíóòðè è íà ãðàíèöå
ýòîé îáëàñòè ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà
λ(t). Ìû ìîæåì óòâåðæäàòü íà îñíîâå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, ÷òî ïëîùàäü ýòîé îáëàñòè
ñîõðàíèòñÿ. Îäíàêî òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè è ïðåäñòàâëÿþ-
ùèå ñîáîé âíà÷àëå ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ñ ýíåðãèåé E, ïåðåñòàíóò, âîîáùå ãîâîðÿ,
èìåòü îäíó è òó æå ýíåðãèþ, ò. å. ïåðåñòàíóò áûòü ôàçîâîé òðàåêòîðèåé. Åñëè æå
ïàðàìåòð λ(t) èçìåíÿåòñÿ àäèàáàòè÷åñêè ìåäëåííî, òî âñå òî÷êè ïåðâîíà÷àëüíîé ôà-
çîâîé òðàåêòîðèè ìîãóò îñòàâàòüñÿ òî÷êàìè ôàçîâîé òðàåêòîðèè äëÿ íîâîé ýíåðãèè
E ′, ñîîòâåòñòâóþùåé íîâîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà λ′. Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò ñîõðàíÿåòñÿ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ââåäåííûõ ïîíÿòèé ïðèâåä¼ì äâà õàðàêòåðíûõ ïðèìåðà.
Ïðèìåð 1. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

ñ ìåäëåííî èçìåíÿþùåéñÿ ÷àñòîòîé (42.26). Óñëîâèå (1) â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò,
÷òî

ω̇ ¿ ω2 , ω̈ ¿ ω̇ω . (43.7)

Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà � ýëëèïñ, çàäàâàåìûé óðàâíåíèåì
H(p, x, ω) = E ñ ïîëóîñÿìè

√
2mE è

√
2E/(mω2) è ïëîùàäüþ S = 2πE/ω. Àäèàáà-

òè÷åñêèé èíâàðèàíò ðàâåí (ñð. (42.3))

I =
S

2π
=

E

ω
. (43.8)

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èçìåíÿåòñÿ ïðÿìî ïðîïîðöèî-
íàëüíî åãî ÷àñòîòå.

Ïðèìåð 2. Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ÷àñòèöó â ïðÿìîóãîëüíîì
ïîòåíöèàëüíîì ÿùèêå, øèðèíà êîòîðîãî l(t) ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ (ñì. ðèñ. 62, íà
êîòîðîì óïðóãàÿ ñòåíêà â òî÷êå x = 0 íåïîäâèæíà, à óïðóãàÿ ñòåíêà â òî÷êå x = l(t)

0 l(t)

v
l̇

x

Ðèñ. 62. ×àñòèöà ìåæäó íåïîäâèæíîé è ìåäëåííî óäàëÿþùåéñÿ ñòåíêàìè

ìåäëåííî óäàëÿåòñÿ). Ïåðèîä êîëåáàíèé T = 2l/v, ãäå v = |ẋ| � ìîäóëü ñêîðîñòè
÷àñòèöû. Óñëîâèå (1) â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî

l̇ ¿ v , l̈l ¿ l̇v . (43.9)
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Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ýòîé ñèñòåìû � ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè l è 2mv = 2
√

2mE
(ðèñ. 63), ïîýòîìó àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò ðàâåí

I =
m

π
v l =

√
2m

π

√
E l . (43.10)

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â òàêîì ÿùèêå E ∝ 1/l2.

0 l

−mv

mv

p

x

Ðèñ. 63. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 62

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðèìåð èìååò îòíîøåíèå ê àäèàáàòè÷åñêèì ïðîöåññàì â ãàçàõ
(ñì. [3, çàäà÷à 13.13]) è ê àäèàáàòè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ â òåîðèè ìîëåêóë (ñì.
ìîäåëüíóþ çàäà÷ó 13.9 èç [3]).

Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ðåçóëüòàòà (6), ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå
ïðîñòîé ïðèìåð 2, â êîòîðîì óäîáíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, êàê ôàêòè÷åñêè çàâèñÿò
ðàññìàòðèâàåìûå âåëè÷èíû îò âðåìåíè.

43.2. Àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ ÷àñòèöû â ÿùèêå
Ïðè ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèöû ñ íåïîäâèæíîé ñòåíêîé å¼ ñêîðîñòü íå èçìåíÿåòñÿ ïî

âåëè÷èíå, à ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ óäàëÿþùåéñÿ ñòåíêîé å¼ ñêîðîñòü óìåíüøàåòñÿ ïî
âåëè÷èíå íà 2l̇. Âûáåðåì òàêîå âðåìÿ ∆t, ÷òî

2l

v
¿ ∆t ¿ l

l̇
.

Òàêîå ∆t ñóùåñòâóåò â ñèëó óñëîâèÿ ìåäëåííîñòè (9). Çà ýòî âðåìÿ ïðîèçîéäåò
v∆t/(2l) ïàð ñòîëêíîâåíèé ñî ñòåíêàìè è ñêîðîñòü èçìåíèòñÿ íà

∆v = −vl̇
∆t

l
.

Âåëè÷èíû ∆v è ∆t ìàëû, ïîýòîìó èõ îòíîøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñêîðåíèå
∆v/∆t = dv/dt. Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, íàõîäèì îòâåò (10): vl = const.

Èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü ïîäðîáíåå êàê èçìåíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå vl. Ýòî ëåãêî ñäå-
ëàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ãðàôèêàìè l(t) è v(t) (ðèñ. 64, à,á). Ãðàôèê ïðîèçâåäåíèÿ
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t

vl

в)

t

v

2l/v

2l̇

б)

t

l

а)

Ðèñ. 64. Èçìåíåíèå âåëè÷èí l, v, lv ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äëÿ ñèñòåìû, èçîáðàæ¼ííîé
íà ðèñ. 62

vl ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 64, â. Âåëè÷èíà vl êîëåáëåòñÿ îêîëî ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòî-
ÿííîãî çíà÷åíèÿ 〈vl〉, ïðè÷åì àìïëèòóäà êîëåáàíèè èìååò îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó
∼ l̇/v. Îòêëîíåíèå 〈vl〉 îò ïîñòîÿííîé èìååò âûñøèé ïîðÿäîê ìàëîñòè

d

dt
〈vl〉 ∼ l̇2.

Ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà l ñêîðîñòü ÷àñòèöû óìåíüøàåòñÿ è íàñòóïèò òàêîé ìî-
ìåíò, ÷òî ÷àñòèöà óæå íå ñìîæåò äîãíàòü óäàëÿþùóþñÿ ñòåíêó. Ïîñëå ýòîãî ìîìåíòà
âðåìåíè ñêîðîñòü ÷àñòèöû îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à âåëè÷èíà vl � ðàñò¼ò. Íàðóøåíèå
óñëîâèÿ àäèàáàòè÷íîñòè (9) ïðîèçîéä¼ò åù¼ äî ýòîãî.

43.3. Ñîõðàíåíèå àäèàáàòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà
Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå (6). Êàíîíè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ I óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(42.25)

İ = −λ̇
∂Λ(I, w, λ)

∂w
. (43.11)
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Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð λ̇, ïîýòîìó ìîæíî ðåøàòü
ýòî óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. À èìåííî, èìåÿ
â âèäó èíòåðâàë âðåìåíè ïîðÿäêà ïåðèîäà êîëåáàíèé, â ôóíêöèþ ∂Λ(I, w, λ)/∂w,
ñòîÿùóþ ïðè ýòîì ìàëûì ìíîæèòåëå, ìîæíî ïîäñòàâèòü åå ïåðåìåííûå â íóëåâîì
ïî λ̇ ïðèáëèæåíèè (42.19):

I = const, w = ωt + ω0, λ = const .

Â òàêîì ïðèáëèæåíèè
∂Λ(I, w, λ)

∂w
=

1

ω

dΛ

dt
è ïîòîìó óðàâíåíèå (11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

dI

dt
= − λ̇

ω

dΛ

dt
. (43.12)

Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî λ̈T ¿ λ̇, ìîæíî ñ÷èòàòü â ïðåäåëàõ ïåðèîäà λ̇ = const.
Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (11) ïî ïåðèîäó äâèæåíèÿ, èìååì

I(t + T )− I(t) = − λ̇

ω
[Λ(t + T )− Λ(t)] = 0 , (43.13)

òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèÿ Λ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé (ñì.
ñíîñêó 18 íà ñ. 142). Â ïðåäåëàõ ïåðèîäà àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò I(t) èçìåíÿ-
åòñÿ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà λ̇TΛ, íî ÷åðåç ïåðèîä âîçâðàùàåòñÿ ê ñâîåìó èñõîäíîìó
çíà÷åíèþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò îñöèëëèðóåò ñ ìàëîé àì-
ïëèòóäîé îêîëî ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ, íå óäàëÿÿñü îò íåãî â òå÷åíèå ìíîãèõ ïåðèî-
äîâ. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü I(t) õîðîøî âèäíà íà ðèñ. 64 (íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
I = mvl/π).

Çàìåòèì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ òî÷íîñòü ñîõðàíåíèÿ àäèàáàòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà
ìîæåò îêàçàòüñÿ ãîðàçäî áîëåå âûñîêîé � ñì. [1, � 51].

Çàäà÷è
43.1. Íàéòè ñâÿçü ìåæäó îáú¼ìîì è äàâëåíèåì �ãàçà�, ñîñòîÿùåãî èç ÷àñòèö,

êîòîðûå äâèæóòñÿ âíóòðè êóáà, ðàçìåð êîòîðîãî ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ.
43.2. Øàðèê ìàññû m äâèæåòñÿ ìåæäó òÿæ¼ëûì ïîðøíåì ìàññû M À m è äíîì

öèëèíäðà. Ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå îò ïîðøíÿ äî äíà öèëèíäðà ðàâíî h. Ñ÷èòàÿ,
÷òî ñêîðîñòü øàðèêà ãîðàçäî áîëüøå ñêîðîñòè ïîðøíÿ, îïðåäåëèòü çàêîí äâèæåíèÿ
ïîðøíÿ, óñðåäí¼ííûé ïî �ïåðèîäó� äâèæåíèÿ øàðèêà. Íàéòè ÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáà-
íèé ïîðøíÿ. Ñîóäàðåíèÿ ñ÷èòàòü óïðóãèìè.

43.3. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà â ïîëå òÿæåñòè. Äëèíà ìàÿò-
íèêà ìåäëåííî óâåëè÷èâàåòñÿ â 2 ðàçà. Íàéòè, êàê èçìåíèòñÿ ìàêñèìàëüíûé óãîë
îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà.

43.4. Íàéòè ïåðèîä êîëåáàíèé ýëåêòðîíà âäîëü îñè â ìàãíèòíîé ëîâóøêå. Ìàã-
íèòíîå ïîëå ëîâóøêè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè z, ïðè÷åì

Bϕ = 0, Bz = Bz(z), Br = −r

2
B′

z(z)

è
Bz(z) = B0

(
1 +

z2

a2

)
.
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� 44. Äâèæåíèå ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Äèíàìè÷åñêèé õàîñ
Äâèæåíèå ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó-

÷àÿ, íå ìîæåò áûòü èññëåäîâàíî èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì. Åãî åñòåñòâåííî ðàññìàò-
ðèâàòü â 2s-ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè q, p. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿåò îïèñàíèå ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû â òå÷åíèå íåîãðàíè÷åííîãî âðåìåíè.

Äâèæåíèå ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì î÷åíü ðàçíîîáðàçíî. Äëÿ ñèñòåì ñ ðàçäåëÿþùèìè-
ñÿ ïåðåìåííûìè ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, ÷òî âñå s ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ
èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ:

Ii(q1, . . . , qs, p1, . . . , ps) = const , i = 1, 2, . . . , s , (44.1)

ïîýòîìó â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äâèæåíèå òàêîé ñèñòåìû ïðîèñõîäèò ïî s-ìåðíîé
ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèÿìè (1). Âîîáùå ãîâîðÿ, òî÷êà, èçîáðàæàþùàÿ
äâèæåíèå ñèñòåìû, ïðîõîäèò êàê óãîäíî áëèçêî ê ëþáîé òî÷êå äàííîé ïîâåðõíîñòè.
Ýòî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè ïåðåéòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ê ïåðåìåííûì
äåéñòâèå�óãîë. Ïðîåêöèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòü w1, w2 èçîáðàæåíà íà
ðèñ. 65. Ïîñêîëüêó qi, pi ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè wi, äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàòü èçìåíåíèå óãëîâûõ ïåðåìåííûõ â ïðåäåëàõ 0 ≤ wi ≤ 2π. Íà ïëîñêîñòè
w1, w2 ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ðàçìåùàåòñÿ â ïðåäåëàõ êâàäðàòà, ïðè÷åì åãî ïðîòèâî-
ïîëîæíûå ñòîðîíû äîëæíû áûòü îòîæäåñòâëåíû (�ñêëååíû�) äðóã ñ äðóãîì.

Åñëè îòíîøåíèå ω1/ω2 � ÷èñëî èððàöèîíàëüíîå (îáùèé ñëó÷àé!), òî ôàçîâàÿ
òðàåêòîðèÿ ïëîòíî çàïîëíÿåò âåñü êâàäðàò. Â ïðîñòðàíñòâå q, p ôàçîâàÿ òðàåêòî-
ðèÿ çàïîëíÿåò s-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü �òîðà�. Òàêîå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ óñëîâíî-
ïåðèîäè÷åñêèì.

w1

w2

2π

2π

Ðèñ. 65. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íà ïëîñêîñòè w1, w2

Åñëè êàêèå-ëèáî èç îòíîøåíèé ωi/ωj îêàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, òî
ïðîåêöèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòü wi, wj ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé è
ðàçìåðíîñòü îáëàñòè, çàïîëíÿåìîé åþ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, óìåíüøàåòñÿ.
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Â îáùåì ñëó÷àå ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè Ãàìèëüòîíà�ßêîáè íå ðàçäåëÿþòñÿ è
ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ çàïîëíÿåò îáëàñòü áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. �Ãàðàíòèðîâàí� (ïðè
∂H/∂t = 0) ëèøü îäèí èíòåãðàë óðàâíåíèé äâèæåíèÿ H(q, p) = E, òàê ÷òî ýòî îá-
ëàñòü 2s − 1-èçìåðåíèé (ìû â íàøåì êóðñå äàëåêè îò äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà).
Òàêèì îáðàçîì, íåâîçìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ îáóñëîâëåíà (â îáùåì ñëó-
÷àå) íå íàøèì íåóìåíèåì íàéòè ïîäõîäÿùèå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû, à ñàìèì
õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ ñèñòåìû.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâèæåíèå ñèñòåìû, ëèøü íåìíîãî îòëè÷àþùåéñÿ îò ñèñòåìû ñ
ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ìîæåò áûòü èññëåäîâàíî ìåòîäàìè ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé. Äëÿ íåáîëüøîãî îòðåçêà âðåìåíè òàêàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî ëåãêî. Îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà âðåìåíè çàäà÷à
ñèëüíî óñëîæíÿåòñÿ èç-çà âîçíèêíîâåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, â íåêîòîðîì îòíîøåíèè ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àþ óñëîâíî-
ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Ïóñòü áîëüøîå ÷èñëî øàðîâ, äâèæóùèõñÿ áåç òðåíèÿ ïî
ïëîñêîìó îãðàíè÷åííîìó ñòîëó, àáñîëþòíî óïðóãî ñòàëêèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì è ñî
ñòåíêàìè. Åäâà ëè ìîæíî íàáëþäàòü òàêîé �ãàç� ãäå-íèáóäü, êðîìå ýêðàíà äèñïëåÿ.
Òåì íå ìåíåå ýòî õîðîøàÿ ìîäåëü íàñòîÿùåãî ãàçà.

Çàêîíû äâèæåíèÿ øàðîâ î÷åíü ïðîñòû è ôîðìàëüíî âñÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñè-
ñòåìû áîëüøîãî ÷èñëà øàðîâ îïðåäåëÿåòñÿ åå íà÷àëüíîé òî÷êîé, ò. å. íà÷àëüíûìè
êîîðäèíàòàìè è èìïóëüñàìè øàðîâ. Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíèòñÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ,
åñëè íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ îäíîãî èç øàðîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èçìåíèòü
íà óãîë ϕ0 ∼ 10−8. Òàêîå äâèæåíèå áóäåì íàçûâàòü âîçìóù¼ííûì. Èññëåäóåì, êàê áó-
äåò èçìåíÿòüñÿ óãîë îòêëîíåíèÿ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ. Ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñÿ ñàìûìè
ãðóáûìè îöåíêàìè. Áóäåì èìåòü â âèäó, ÷òî ñðåäíèé ïóòü øàðà ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿ-
ìè l ìíîãî áîëüøå ðàäèóñà øàðà a, ò. å. l À a. Çà âðåìÿ äî î÷åðåäíîãî ñòîëêíîâåíèÿ
øàð äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé è öåíòð åãî ñìåñòèòñÿ îò íåâîçìóù¼ííîãî ïîëîæåíèÿ íà
ðàññòîÿíèå OO′ ∼ lϕ0 (ðèñ. 66). Òîãî æå ïîðÿäêà è ñìåùåíèå òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ
øàðîâ ïðè óäàðå.

AA′ ∼ 1

2
OO′ ∼ lϕ0 , α ∼ AA′

a
, ϕ1 ∼ α ∼ l

a
ϕ0 .

a

l

ϕ0

v0

v
′

0

O

O′

v1
v
′

1

A

A′
α

ϕ1

Ðèñ. 66. Óïðóãîå ñîóäàðåíèå øàðîâ

Ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè âòîðîãî øàðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè êàñàíèÿ èãðàåò ïðè óäàðå
ðîëü �çåðêàëà�. Ýòî �çåðêàëî� ñàìî äâèãàëîñü äî óäàðà, ïðè óäàðå îíî îòñêàêèâàåò,
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ïîýòîìó íàïðàâëåíèå, â êàêîì îòñêàêèâàåò íàø øàð, íå îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì �óãîë
ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ�. Òåì íå ìåíåå ïîâîðîò �çåðêàëà� íà ìàëûé óãîë α
âåäåò ê èçìåíåíèþ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ îòñêî÷èâøåãî øàðà íà óãîë ϕ1 ∼ α (ìîæåò
áûòü â ïîëòîðà-äâà ðàçà áîëüøå èëè ìåíüøå � òàêîé óðîâåíü òî÷íîñòè â äàííîì
ñëó÷àå íàñ óñòðàèâàåò). Òàê êàê

ϕ1 ∼ l

a
ϕ0 À ϕ0 ,

òî ïðè óäàðå îòêëîíåíèå ðåçêî âîçðàñòàåò. Ïîñëå k ñòîëêíîâåíèé îòêëîíåíèå

ϕk ∼
(

l

a

)k

ϕ0 .

Âîçìóùåíèå óãëà îòêëîíåíèÿ ïðîáíîãî øàðà ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñî âðåìåíåì.
Åñëè l/a ∼ 10, òî äîñòàòî÷íî k ∼ 8÷10 ñòîëêíîâåíèé, ÷òîáû ñòàëî ϕ1 ∼ 1 è âîçìóù¼í-
íîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ øàðà ïåðåñòàëî èìåòü êàêîå áû òî íè áûëî îòíîøåíèå ê
íåâîçìóù¼ííîìó. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðîñò âîçìóùåíèÿ ïåðåíîñèòñÿ íà âñå øàðû, ôà-
çîâàÿ òðàåêòîðèÿ âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óäàëÿåòñÿ îò ôàçîâîé
òðàåêòîðèè íåâîçìóù¼ííîãî è èìåííî âñëåäñòâèå ýòîãî ðàçáåãàíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà ïî ñêîðîñòÿì.

Òàêîå ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì è ïîâåäåíèè ñèñòåìû
ñîóäàðÿþùèõñÿ øàðîâ ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîìó ðàçëè÷èþ ñîäåðæàíèÿ ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ýòèõ ñèñòåì.

Ïðèìåðîì ñëàáîâîçìóù¼ííîé óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ñëóæèò Ñîëíå÷íàÿ
ñèñòåìà, â êîòîðîé ïî÷òè ýëëèïòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïëàíåò, âîçìóù¼ííûå ïðèòÿæå-
íèåì ìåæäó íèìè, òåì íå ìåíåå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà òûñÿ÷åëå-
òèÿ êàê âïåðåä òàê è íàçàä ïî âðåìåíè (÷òî ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, �ïðåäñêàçûâàòü�
çàòìåíèÿ, íàáëþäàâøèåñÿ â äðåâíîñòè).

Ïðåäñêàçàíèå æå ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ñòàëêèâàþùèõñÿ
øàðîâ ÷åðåç ñêîëüêî-íèáóäü çíà÷èòåëüíîå âðåìÿ ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî. Íåèç-
áåæíûå íåòî÷íîñòü çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ è îøèáêè îêðóãëåíèÿ ïðè âû÷èñëå-
íèÿõ ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþò, è, ÷òîáû ïðåäâèäåòü äâèæåíèå øàðîâ ñïóñòÿ 100
ñîóäàðåíèé, ñîãëàñíî ñäåëàííîé îöåíêå íóæíî áûëî áû çàäàòü èõ íà÷àëüíûå ñêîðî-
ñòè ñ ôàíòàñòè÷åñêîé òî÷íîñòüþ ∼ 100 çíàêîâ.

Åñëè ìû âñå æå ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî âû÷èñëåíèÿ âåä¼ò êàêîé-òî ñâåðõ-
êîìïüþòåð, ñïðàâëÿþùèéñÿ ñ ëþáûì ÷èñëîì çíàêîâ, âñå ðàâíî ïðèäåòñÿ ïðèçíàòü,
÷òî äâèæåíèå ñïóñòÿ áîëüøîé (íî íå î÷åíü!) ïðîìåæóòîê âðåìåíè �êîíòðîëèðóåòñÿ�
âñå áîëåå äàë¼êèìè çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñ
îáû÷íîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî äâèæåíèå îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì.

Íî ïðè ýòîì ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ñêîðîñòÿì ïðåêðàñíî óñòàíàâëè-
âàåòñÿ. Óæå ïðè íåñêîëüêèõ øàðàõ ìîæíî âèäåòü âîçíèêíîâåíèå �ìîëåêóëÿðíîãî
õàîñà�, ïîëó÷àòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì è ò. ä.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âûâîä î êàòàñòðîôè÷åñêîì ðîñòå íåîïðåäåë¼ííîñòåé êîîðäèíàò
îòíîñèòñÿ è ê ñèñòåìå áîëüøîãî ÷èñëà øàðîâ. Îòíîñèòñÿ îí è ê äâèæåíèþ ìîëåêóë
íàñòîÿùåãî ãàçà. Òîëüêî äëÿ ìîëåêóë íåîïðåäåë¼ííîñòè âîçíèêàþò èç-çà âñÿ÷åñêèõ
âîçìóùåíèé, êîòîðûìè âî âñåõ äðóãèõ îòíîøåíèÿõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à äëÿ íà-
øèõ øàðîâ � èç-çà îãðàíè÷åííîñòè òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå
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øàðîâ (è ìîëåêóë) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå çàêîíîìåðíûì â îòíîñèòåëüíî ìàëûå ïðîìåæóò-
êè âðåìåíè è ñëó÷àéíûì � çà äîëãèé ïðîìåæóòîê. Îòìåòèì, ÷òî ýòà ñëó÷àéíîñòü
ðåàëèçóåòñÿ â ðàìêàõ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé, êàê äâèæåíèå ïðèîáðåòàåò ôàê-
òè÷åñêè ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Ïóñòü øàðèê äâèæåòñÿ â ïîëå òÿæåñòè ïî ïîâåðõíîñòè
äâóõ âûòÿíóòûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ �êîðûò�, ñîåäèíåííûõ î÷åíü óçêèì ïåðåøåéêîì �
�ïåðåâàëîì�. Òàêîé øàðèê î÷åíü äîëãî äâèæåòñÿ â îäíîì �êîðûòå� è ëèøü èçðåäêà
ïåðåâàëèâàåò â äðóãîå, ïðè÷åì ìàëåíüêîå îòêëîíåíèå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæåò
î÷åíü ñèëüíî èçìåíèòü ìîìåíòû ïåðåõîäà â äðóãîå �êîðûòî� è îáðàòíî.

Â çàêëþ÷åíèå íåîáõîäèìî ñêàçàòü, ÷òî âîïðîñ î âîçíèêíîâåíèè ñëó÷àéíîñòè â
äâèæåíèè, ôîðìàëüíî ñòðîãî îïðåäåëåííîì, ëåæèò â èíòåíñèâíî ðàçâèâàåìîé â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ îáëàñòè ôèçèêè.

Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî âîçíèêíîâåíèå õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïðè
ïîëíîé, êàçàëîñü áû, îïðåäåëåííîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå ïðàâèëîì,
÷åì èñêëþ÷åíèåì, ïðîíèêëî óæå â äðóãèå îáëàñòè íàóêè è â ôèëîñîôèþ.
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Ãëàâà V
ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÒÂ�ÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïîä òâ¼ðäûì òåëîì ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñîâîêóïíîñòü ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè íå èçìåíÿþòñÿ â ïðîöåññå äâè-
æåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðåíåáðåãàåì âñåìè âèäàìè äåôîðìàöèè òâ¼ðäîãî òåëà,
âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òàêîå ïðåíåáðåæåíèå âïîëíå ðàçóìíî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òàêîå
ïðèáëèæåíèå âîçìîæíî ëèøü â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå (ñóùåñòâîâàíèå �àáñî-
ëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà� ïðîòèâîðå÷èò òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ïîòîìó, íàïðèìåð, ÷òî
ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî áûëî áû ïåðåäàâàòü ñèãíàëû ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ).

� 45. Êèíåìàòèêà òâ¼ðäîãî òåëà
Ïîëîæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà â íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò XY Z ìîæ-

íî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ê ýòîìó òåëó �ïðèáèòà� ñèñòåìà êîîðäèíàò
x = x1, y = x2, z = x3 c íà÷àëîì â òî÷êå O (ðèñ. 67), ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó ñèñòåìó
êîîðäèíàò �ïîäâèæíîé�. Òîãäà øåñòü âåëè÷èí � òðè êîîðäèíàòû ðàäèóñ-âåêòîðà R
òî÷êè O â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå XY Z è òðè óãëà, êîòîðûå çàäàþò îðèåíòàöèþ îñåé
ïîäâèæíîé ñèñòåìû xyz îòíîñèòåëüíî îñåé XY Z, � ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ïîëîæå-
íèå òâ¼ðäîãî òåëà.

O

ra

R

Y

z

Z

X

y
x

ma

Ðèñ. 67. Èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò XY Z è �ïîäâèæíàÿ� ñèñòåìà êîîðäèíàò
xyz, �ïðèáèòàÿ� ê òâ¼ðäîìó òåëó

Ïóñòü òâ¼ðäîå òåëî ñîñòîèò èç N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Äëÿ êàæäîé òàêîé ìàòåðè-
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àëüíîé òî÷êè a = 1, 2, . . . , N ñ ìàññîé ma è ðàäèóñ-âåêòîðîì ra â ñèñòåìå êîîðäèíàò
xyz e¼ ðàäèóñ-âåêòîð â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå åñòü

R + ra .

Ïîä÷åðêíåì âàæíûé äëÿ äàëüíåéøåãî ôàêò, ÷òî ïðîåêöèè xa, ya, za âåêòîðà ra íà
îñè xyz ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íå èçìåíÿþòñÿ ïðè äâèæåíèè òâ¼ðäîãî
òåëà, õîòÿ ñàì âåêòîð ra ìîæåò èçìåíÿòü ñâîå íàïðàâëåíèå (íî íå íå äëèíó!).

Ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü äâóõ
ïðîñòûõ äâèæåíèé � ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî. Ïðè ïîñòóïàòåëüíîì äâè-
æåíèè èçìåíÿåòñÿ âåêòîð R, à âåêòîð ra íå èçìåíÿåò ñâîåãî íàïðàâëåíèÿ, òàê ÷òî
ëþáàÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâå ïðîèçâîëüíûå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè äàííîãî òâ¼ðäîãî
òåëà, îñòàåòñÿ ïàðàëëåëüíîé ñàìîé ñåáå ïðè òàêîì äâèæåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü
va ëþáîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè òâ¼ðäîãî òåëà ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ òî÷êè
O, ò. å.

va = Ṙ ≡ V . (45.1)

Ïðè âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè, íàïðîòèâ, ïîëîæåíèå òî÷êè O íå èçìåíÿåòñÿ, à
òâ¼ðäîå òåëî âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω âîêðóã íàïðàâëåíèÿ, çàäàâàåìîãî
åäèíè÷íûì âåêòîðîì n. Óäîáíî ââåñòè âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè

Ω = Ω · n .

Êîíå÷íî, ýòîò âåêòîð çàâèñèò îò âðåìåíè Ω = Ω(t), ïîñêîëüêó êàê âåëè÷èíà óãëî-
âîé ñêîðîñòè, òàê è íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
Ïðè âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè òâ¼ðäîãî òåëà ñîñòàâëÿþùèå åãî ìàòåðèàëüíûå òî÷êè
âðàùàþòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèþ n,
ïîýòîìó ñêîðîñòü a-é ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ðàâíà (ñð. � 17.2)

va = [Ω, ra] . (45.2)

Ïîÿñíèì ýòó ïðîñòóþ ôîðìóëó ñëåäóþùèì ôîðìàëüíûì ðàññìîòðåíèåì. Ââåä¼ì
îðòû ei ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò x1x2x3 ñî ñâîéñòâàìè

ei ek = δik , i, k = 1, 2, 3 .

Âåêòîð ra ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ýòèì îðòàì:

ra = xae1 + yae2 + zae3 . (45.3)

Ïðè âðàùåíèè òâ¼ðäîãî òåëà îðòû ei òàêæå âðàùàþòñÿ ñ òîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ
Ω, òàê ÷òî

dei

dt
= [Ω, ei] . (45.4)

Â òî æå âðåìÿ êîîðäèíàòû xa, ya, za âåêòîðà ra, êàê îòìå÷åíî âûøå, íå èçìåíÿþòñÿ
ïðè äâèæåíèè òâ¼ðäîãî òåëà. Ïîýòîìó ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî âðåìåíè ñîîòíî-
øåíèÿ (3) ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò (2).

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîëåçíî ðàññìîòðåòü òàêæå ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè âåêòîðà A = A(t). Åãî ðàçëîæåíèå ïî óêàçàííûì
îðòàì

A = A1e1 + A2e2 + A3e3 (45.5)
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ñîäåðæèò êîîðäèíàòû A1, A2, A3, çàâèñÿùèå, âîîáùå ãîâîðÿ, îò âðåìåíè. Ïîýòîìó
äèôôåðåíöèðîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (5) ïðèâîäèò ê äðóãîìó ðåçóëüòàòó:

dA

dt
=

dA1

dt
e1 +

dA2

dt
e2 +

dA3

dt
e3 + [Ω,A] . (45.6a)

Ïðîåöèðóÿ ýòî óðàâíåíèå íà îñü ei, ïîëó÷àåì
(

dA

dt

)

i

≡ ei · dA

dt
=

dAi

dt
+

3∑

j,k=1

eijk ΩjAk , i = 1, 2, 3 . (45.6b)

Çäåñü eijk � ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà.
Â ñëó÷àå, êîãäà òâ¼ðäîå òåëî äâèæåòñÿ ïðîèçâîëüíî, ñêîðîñòü a-é ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè ðàâíà
va = V + [Ω, ra] . (45.7)

Íà÷àëî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò xyz, ò. å. òî÷êà O, ìîæåò áûòü âûáðàíà
ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíî, â òîì ÷èñëå è âíå ñàìîãî òâ¼ðäîãî òåëà. Ïîêàæåì, îäíàêî,
÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü Ω íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O. Ïóñòü íà÷àëî îòñ÷åòà ñìå-
ùåíî â òî÷êó O′, îòñòîÿùóþ íà âåêòîð B îò òî÷êè O, òàê ÷òî íîâûé ðàäèóñ-âåêòîð
r′a ñâÿçàí ñî ñòàðûì ðàäèóñ-âåêòîðîì ra ñîîòíîøåíèåì

ra = r′a + B . (45.8)

Ïðè ýòîì ñêîðîñòü òî÷êè O′ â ñîãëàñèè ñ (7) ðàâíà

V′ = V + [Ω,B] . (45.9)

Äëÿ ñêîðîñòè va ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü äâà ýêâèâàëåíòíûõ
âûðàæåíèÿ � èëè ôîðìóëó (7) â ñòàðûõ êîîðäèíàòàõ èëè ôîðìóëó

va = V′ + [Ω′, r′a] (45.10)

â íîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ïîäñòàâèâ (8) â ôîðìóëó (7), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

V′ + [Ω′, r′a] = V + [Ω,B] + [Ω, r′a] ,

èç êîòîðîãî â ñèëó (9) è ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà r′a ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Ω′ = Ω ,

ò. å. íåçàâèñèìîñòü óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà îò âûáîðà òî÷êè O.
Ðàçëîæèì ñêîðîñòü V íà ñîñòàâëÿþùèå V‖ è V⊥, ïàðàëëåëüíûå è ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûå âåêòîðó óãëîâîé ñêîðîñòè Ω(t) â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñäåëàåì òî æå
ñàìîå è äëÿ ñêîðîñòè V′, òîãäà èç ðàâåíñòâà (9) ïîëó÷èì äâà ñîîòíîøåíèÿ:

V′
‖ = V‖ , V′

⊥ = V⊥ + [Ω,B] .

Åñëè V‖ = 0, òî èç ýòèõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî íàéòè òàêóþ òî÷êó O′, ÷òîáû ñêî-
ðîñòü V′ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè áûëà ðàâíà íóëþ. Èíûìè ñëîâàìè, â ýòîì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà êàê ÷èñòîå âðàùåíèå.
Ñîîòâåòñòâóþùóþ îñü âðàùåíèÿ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó O′, ïðè ýòîì íàçûâàþò
ìãíîâåííîé îñüþ âðàùåíèÿ òåëà.
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� 46. Èìïóëüñ, ìîìåíò èìïóëüñà è êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ òâ¼ðäîãî òåëà
46.1. Èìïóëüñ òâ¼ðäîãî òåëà
Èìïóëüñ òâ¼ðäîãî òåëà ðàâåí ñóììå èìïóëüñîâ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê äàííîãî òåëà:

P =
N∑

a=1

mava . (46.1a)

Ïîäñòàâèâ (45.7) è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàññû âñåãî òâ¼ðäîãî òåëà è ðàäèóñ-âåêòîðà
åãî öåíòðà èíåðöèè

m =
∑

a

ma , röè =

∑
a mara

m
, (46.2)

íàéäåì
P = mV + m [Ω, röè] . (46.1b)

Åñëè íà÷àëî îòñ÷åòà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò xyz ïîìåñòèòü â öåíòð èíåðöèè
òâ¼ðäîãî òåëà, òàê ÷òî röè = 0, òî èìïóëüñ òâ¼ðäîãî òåëà îêàæåòñÿ ðàâåí èìïóëüñó
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé m è ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ öåíòðà
èíåðöèè V = Vöè:

P = mVöè. (46.3)

46.2. Ìîìåíò èìïóëüñà òâ¼ðäîãî òåëà
Ìîìåíò èìïóëüñà òâ¼ðäîãî òåëà ðàâíà ñóììå ìîìåíòîâ èìïóëüñà ìàòåðèàëüíûõ

òî÷åê äàííîãî òåëà, ò. å.

M =
N∑

a=1

ma [R + ra, V + [Ω, ra]] =

= m[R,V] +
∑

a

ma [ra, [Ω, ra]] + m[röè,V] + m [R, [Ω, röè]] . (46.4)

Åñëè íà÷àëî îòñ÷åòà ñèñòåìû êîîðäèíàò xyz ïîìåñòèòü â öåíòð èíåðöèè òâ¼ðäîãî òå-
ëà, òî ìîìåíò èìïóëüñà òâ¼ðäîãî òåëà îêàæåòñÿ ðàâåí ñóììå ìîìåíòà èìïóëüñà
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé m, ðàäèóñîì-âåêòîðîì R è ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ñêîðî-
ñòè äâèæåíèÿ öåíòðà èíåðöèè, è ìîìåíòà èìïóëüñà, ñîîòâåòñòâóþùåãî âðàùå-
íèþ òâ¼ðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω :

M = m[R,Vöè] +
∑

a

ma [ra, [Ω, ra]] . (46.5)

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà O ïîêîèòñÿ, òàê ÷òî

M =
∑

a

ma [ra, [Ω, ra]] . (46.6)
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Â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû ìîìåíòà èìïóëüñà îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíîé ôîðìîé êîì-
ïîíåíò Ωj óãëîâîé ñêîðîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèñàâ

[ra, [Ω, ra]] = Ωr2
a − (Ωra) ra ,

è ñïðîåöèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî íà îñè ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò x1x2x3,

[ra, [Ω, ra]] · ei =
3∑

k=1

{
r2

a δik − (ra)i (ra)k

}
Ωk ,

ïðåäñòàâèì êîìïîíåíòû ìîìåíòà èìïóëüñà â âèäå

Mi =
3∑

k=1

Iik Ωk , (46.7)

ãäå êîýôôèöèåíòû Iik îáðàçóþò ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà � òàê íàçûâà-
åìûé òåíçîð ìîìåíòîâ èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà:

Iik =
N∑

a=1

ma

{
r2

a δik − (ra)i (ra)k

}
, i, k = 1, 2, 3 . (46.8)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü è ìîìåíò èìïóëüñà, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿò îò
âðåìåíè, â òî âðåìÿ êàê êîìïîíåíòû Iik ñóòü ïîñòîÿííûå õàðàêòåðèñòèêè òâ¼ðäîãî
òåëà. Ñâîéñòâà ýòîãî òåíçîðà ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 46.4. Èç óðàâíåíèÿ (7) âèäíî,
÷òî â îáùåì ñëó÷àå íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà M è âåêòîðà Ω íå ñîâïàäàþò.

46.3. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òâ¼ðäîãî òåëà
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ìàòåðè-

àëüíûõ òî÷åê äàííîãî òåëà, ò. å.

T =
1

2

N∑
a=1

mav
2
a .

Ïîäñòàâèâ (45.7) è èñïîëüçîâàâ îáîçíà÷åíèÿ (2), íàéä¼ì

T =
1

2
mV2 +

1

2

∑
a

ma[Ω, ra]
2 + mΩ[röè,V] .

Åñëè íà÷àëî îòñ÷åòà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò xyz ïîìåñòèòü â öåíòð èíåðöèè
òâ¼ðäîãî òåëà, òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òâ¼ðäîãî òåëà îêàæåòñÿ ðàâíîé ñóììå êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé m è ñêîðîñòüþ Vöè è êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè âðàùåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà:

T =
1

2
mV2

öè +
1

2

∑
a

ma[Ω, ra]
2 . (46.9)

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà O ïîêîèòñÿ, òàê ÷òî âñÿ êèíåòè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé âðàùåíèÿ:

T =
1

2

∑
a

ma[Ω, ra]
2 . (46.10)
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Â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ îêàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé êîìïîíåíò Ωj óãëîâîé
ñêîðîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèñàâ

[Ω, ra]
2 = Ω2 r2

a − (Ωra)
2 =

3∑

i,k=1

{
r2

a δik − (ra)i (ra)k

}
ΩiΩk ,

ïðåäñòàâèì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ â âèäå

T =
1

2

3∑

i,k=1

Iik ΩiΩk , (46.11)

ãäå êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Iik ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ìîìåí-
òîâ èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà (8).

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìïóëüñà òåëà è åãî ñêîðîñòè:

T =
1

2
mV2 =

1

2
PV . (46.12)

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (7), ìîæíî ïåðåïèñàòü ôîðìóëó (11) äëÿ êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè âðàùåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà
ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà è âåêòîðà åãî óãëîâîé ñêîðîñòè:

T =
1

2
MΩ . (46.13)

Òàê êàê T > 0, óãîë ìåæäó âåêòîðàìè M è Ω âñåãäà ìåíüøå 90o.

46.4. Òåíçîð ìîìåíòîâ èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà
Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êâàäðàòû

ðàññòîÿíèé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê äî ñîîòâåòñòâóþùåé îñè

I11 =
∑

a

ma(y
2
a + z2

a), I22 =
∑

a

ma(x
2
a + z2

a), I33 =
∑

a

ma(x
2
a + y2

a) ,

à íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû � ÷åðåç ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò

I12 = I21 = −
∑

a

maxaya I13 = I31 = −
∑

a

maxaza I23 = I32 = −
∑

a

mayaza .

Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé âèäíî, ÷òî ñóììà äâóõ ðàçíûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ òåíçîðà
Iik íå ìåíüøå ëþáîãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà, òàê

I11 + I22 =
∑

a

ma(xa + y2
a + 2z2

a) ≥
∑

a

ma(x
2
a + y2

a) = I33 .

Èç ýòîãî æå ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ ïëîñêîãî òâ¼ðäîãî òåëà (ðàñïîëîæåííîãî â
ïëîñêîñòè xy) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

I11 + I22 = I33 .
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Ïóñòü åäèíè÷íûé âåêòîð n çàäàåò íàïðàâëåíèå íåêîòîðîé îñè, à âåëè÷èíà ρa îáî-
çíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò ìàòåðèàëüíîé òî÷êè a äî ýòîé îñè. Îïðåäåëèì ìîìåíò èíåð-
öèè òâ¼ðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî îñè n ñëåäóþùèì îáðàçîì

In =
∑

a

maρ
2
a .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè I11, I22 è I33

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñåé x, y è z ñîîòâåòñòâåííî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè n ìîæåò áûòü
âûðàæåí ÷åðåç êîìïîíåíòû òåíçîðà Iik è âåêòîðà n:

In =
3∑

i,k=1

Iik nink .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëî O ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò xyz ïîìåùåíî
â öåíòð èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà, òàê ÷òî

∑
a

mara = 0 , (46.14)

à òî÷êà O′ (íà÷àëî äðóãîé ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò x′y′z′) ñìåùåíà íà âåêòîð
B. Ïðè ýòîì ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðàìè ra è r′a ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èìååò ìåñòî ñî-
îòíîøåíèå (45.8). Ïîäñòàâëÿÿ (45.8) â îïðåäåëåíèå (8) è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (14),
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (êîòîðîå èíîãäà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ãþéãåíñà�Øòåéíåðà)

I ′ik = Iöèik + m
(
B2δik −BiBk

)
. (46.15)

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè
èìåþò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà.

Êàê âñÿêèé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð, òåíçîð ìîìåíòîâ èíåðöèè ìîæåò áûòü ïðèâå-
ä¼í ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå îñåé ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò xyz. Ñïåöèàëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà ýòîãî òåíçîðà â
ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëî îòñ÷¼òà ñèñòåìû xyz ïîìåùåíî â öåíòðå èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà.
Â ýòîì ñëó÷àå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû

I1 ≡ Iöè11 , I2 ≡ Iöè22 , I3 ≡ Iöè33 (46.16)

òåíçîðà Iöèik íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà, à ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îñè ñèñòåìû xyz � ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè.

Îïðåäåëåíèÿ

Åñëè ó òâ¼ðäîãî òåëà ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè îäèíàêîâû I1 = I2 = I3, òî òàêîå
òåëî íàçûâàþò øàðîâûì âîë÷êîì. Êîíå÷íî, øàðîâûì âîë÷êîì ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûé
øàð ðàäèóñà R, ó êîòîðîãî

I1 = I2 = I3 =
2

5
mR2 . (46.17)

Îäíàêî øàðîâûì âîë÷êîì ÿâëÿåòñÿ òàêæå è îäíîðîäíûé êóá ñ äëèíîé ðåáðà a, ó
êîòîðîãî

I1 = I2 = I3 =
1

6
ma2 . (46.18)
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Åñëè ó òâ¼ðäîãî òåëà äâà ãëàâíûõ ìîìåíòà èíåðöèè ñîâïàäàþò, íàïðèìåð
I1 = I2 6= I3, òî òàêîå òåëî íàçûâàþò ñèììåòðè÷åñêèì âîë÷êîì. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà ìîæíî óêàçàòü îäíîðîäíûé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ ñ ïîëóîñÿìè a = b 6= c, ó
êîòîðîãî

I1 = I2 =
m

5
(a2 + c2), I3 =

2

5
ma2 . (46.19)

Äðóãîé ïðèìåð ñèììåòðè÷åñêîãî âîë÷êà � ÷åòûðå òî÷êè ñ îäèíàêîâûìè ìàññà-
ìè m1 = m2 = m3 = m4, ðàñïîëîæåííûå â âåðøèíàõ êâàäðàòà è ñîåäèíåííûå íåâå-
ñîìûìè ñòåðæíÿìè äëèíû a, â ýòîì ñëó÷àå

I1 = I2 = m1a
2, I3 = 2 m1a

2 . (46.20)

Åñëè ó òâ¼ðäîãî òåëà ãëàâíûå ìîìåíòà èíåðöèè ðàçíûå, òî òàêîå òåëî íàçûâàþò
àñèììåòðè÷åñêèì âîë÷êîì.

Çàäà÷è
46.1. Â âåðøèíàõ êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 2a ðàñïîëîæåíû ìàññû m è M (ðèñ. 68).

Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè îòíîñèòåëüíî:
à) îñåé xyz;
á) îñåé x′y′, ñîâïàäàþùèõ ñ äèàãîíàëÿìè êâàäðàòà, è z.

m M

M m

a

a

y y′

x

x′
m

m

2m2a

4a

y
′

x
′

Ðèñ. 68. Ê çàäà÷å 46.1 Ðèñ. 69. Ê çàäà÷å 46.2

46.2. Íàéòè ãëàâíûå îñè èíåðöèè è ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè ñèñòåìû, â êîòîðîé
÷àñòèöû ìàññû m è 2m ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ
êàòåòàìè 2a è 4a (ðèñ. 69).

� 47. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà. Ïðèìåðû
47.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
Íà÷íåì ñ óðàâíåíèÿ äëÿ èìïóëüñà òâ¼ðäîãî òåëà, ñòàðòóÿ îò èçâåñòíîãî çàêîíà

Íüþòîíà äëÿ äâèæåíèÿ a-é ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ñèëû fa:
d(mava)

dt
= fa .
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Ñóììèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïî âñåì ìàòåðèàëüíûì òî÷êàì òâ¼ðäîãî òåëà, ïîëó÷àåì
dP

dt
= F , (47.1)

ãäå P � èìïóëüñ òâ¼ðäîãî òåëà, îïðåäåëåííûé ôîðìóëàìè (45.1)�(45.3), à

F =
∑

a

fa

� ïîëíàÿ äåéñòâóþùàÿ íà òåëî ñèëà. Òàê êàê âíóòðåííèå ñèëû, äåéñòâóþùèå ìåæäó
ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè òâ¼ðäîãî òåëà, â ñèëó òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà âçàèìíî
ñêîìïåíñèðîâàíû, òî ôàêòè÷åñêè ñèëà F åñòü ïîëíàÿ âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ
íà òâ¼ðäîå òåëî. Ïðîåöèðóÿ óðàâíåíèÿ (1) íà îñè ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
x1x2x3 è èñïîëüçóÿ (45.6), íàõîäèì

dPi

dt
+

3∑

j,k=1

eijk ΩjPk = Fi , i = 1, 2, 3 . (47.2)

Åñëè íà÷àëî îòñ÷åòà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò x1x2x3 ïîìåñòèòü â öåíòð èíåð-
öèè òâ¼ðäîãî òåëà (ñì. (46.3)), òî Pi = m (Vöè)i.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà
òâ¼ðäîãî òåëà:

dM

dt
= K , (47.3)

ãäå M � ìîìåíò èìïóëüñ òâ¼ðäîãî òåëà, îïðåäåëåííûé ôîðìóëàìè (46.4)�(46.7), à

K =
∑

a

[ra, fa]

� ïîëíûé äåéñòâóþùèé íà òåëî ìîìåíò ñèë (à òàê êàê âíóòðåííèå ìîìåíòû ñèë
âçàèìíî ñêîìïåíñèðîâàíû, òî ôàêòè÷åñêè K åñòü ïîëíûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ íà òâ¼ðäîå òåëî). Ïðîåöèðóÿ óðàâíåíèÿ (3) íà îñè ïîäâèæíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò x1x2x3 è èñïîëüçóÿ (45.6), íàõîäèì

dMi

dt
+

3∑

j,k=1

eijk ΩjMk = Ki , i = 1, 2, 3 . (47.4)

Åñëè íà÷àëî îòñ÷åòà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò x1x2x3 ïîêîèòñÿ, òî (ñì. (46.7))

dMi

dt
=

3∑

k=1

Iik
dΩk

dt
, i = 1, 2, 3 . (47.5)

Åñëè æå äîïîëíèòåëüíî îñè ñèñòåìû x1x2x3 âûáðàíû âäîëü ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè,
òî óðàâíåíèÿ (4) âûãëÿäÿò îñîáåííî ïðîñòî (èõ íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà)

Ii
dΩi

dt
+

3∑

j,k=1

eijk ΩjΩk Ik = Ki , i = 1, 2, 3 . (47.6)

Ðàññìîòðèì äàëåå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèé (3)�(6).

161



47.2. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå øàðîâîãî è ñèììåòðè÷åñêîãî
âîë÷êîâ
Ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè òâ¼ðäîãî òåëà F = K = 0, è ïîòîìó èìïóëüñ è ìî-

ìåíò èìïóëüñà òâ¼ðäîãî òåëà ñîõðàíÿþòñÿ, à öåíòð èíåðöèè äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ. Âûáåðåì èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé öåíòð èíåðöèè ïîêîèòñÿ, è
ïîìåñòèì íà÷àëà îòñ÷åòà èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû XY Z è ïîäâèæíîé ñèñòåìû xyz â
öåíòð èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà.

Ó øàðîâîãî âîë÷êà Iik = I δik, ïîýòîìó èç (46.7) ñëåäóåò

M = IΩ . (47.7)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè øàðîâîãî âîë÷êà ñîõðàíÿåòñÿ íå òîëüêî
ìîìåíò èìïóëüñà M, íî è ñîíàïðàâëåííûé ñ íèì âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè Ω.

Çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà äîñòàòî÷íî è äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîãî âîë÷êà. Îñü x3 (å¼ îðò e3) âûáåðåì âäîëü îñè
ñèììåòðèè âîë÷êà, òîãäà I1 = I2 6= I3, à

M1 = I1 Ω1 , M2 = I1 Ω2 , M3 = I3 Ω3 . (47.8)

Â âåêòîðíîé ôîðìå ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ω =
1

I1

(M1e1 + M2e2) +
M3

I3

e3 ,

èëè â âèäå
Ω =

M

I1

+

(
M3

I3

− M3

I1

)
e3 . (47.9)

Ýòà ôîðìóëà î÷åíü óäîáíà äëÿ àíàëèçà äâèæåíèÿ âîë÷êà. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî òðè
âåêòîðà M, Ω è e3 âñåãäà ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Â ðàññìàòðèâàåìîé èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò XY Z âåêòîð M íåïîäâèæåí, à äâèæåíèå îðòà e3 îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì (45.4), êîòîðîå ñ ó÷åòîì (9) ãëàñèò

de3

dt
= [Ω, e3] =

[
M

I1

, e3

]
. (47.10)

Èíûìè ñëîâàìè, îñü ñèììåòðèè âîë÷êà âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ
M/I1 âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà. Êîíå÷íî, ïðè òàêîì âðàùåíèè ïðîåê-
öèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü ñèììåòðèè M3 îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, à âåêòîð óãëîâîé
ñêîðîñòè Ω âðàùàåòñÿ ñ òîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ ÷òî è îñü ñèììåòðèè.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðè âåêòîðà M, Ω è e3 íå òîëüêî âñåãäà ëåæàò â îäíîé ïëîñ-
êîñòè, íî è ñîõðàíÿþò â ýòîé ïëîñêîñòè íåèçìåííûì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå è ñâîè
äëèíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
(â êîòîðîé ìîìåíò èìïóëüñà íåïîäâèæåí) âåêòîðà Ω è e3 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè
è âðàùàþòñÿ ïî êîíè÷åñêèì ïîâåðõíîñòÿì âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà
(ðèñ. 70) ñ îäíîé è òîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Òàêîå äâèæåíèå âîë÷êà íàçûâàåòñÿ
ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèåé, à åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü � ñêîðîñòü ïðåöåññèè Ωïð � ðàâíà

Ωïð =
M

I1

. (47.11)
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x1

Ωпр

M

Ω

x3

ω

Ðèñ. 70. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå ñèììåòðè÷åñêîãî âîë÷êà

Ïîìèìî ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè, ïðîèñõîäèò, êîíå÷íî, è âðàùåíèå âîë÷êà âîêðóã
âðàùàþùåéñÿ îñè ñèììåòðèè, íàçûâàåìîå ñîáñòâåííûì âðàùåíèåì âîë÷êà. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ðàâíà

ω =

(
M3

I3

− M3

I1

)
e3 =

(
1− I3

I1

)
Ω3 e3 . (47.12)

Óãëîâûå ñêîðîñòè ýòèõ äâóõ âðàùåíèé, ïðåöåññèè Ωïð è ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ω,
â ñóììå ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âîë÷êà:

Ω = Ωïð + ω . (47.13)

Íàãëÿäíîå èñòîëêîâàíèå ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè îò ðàññìàòðè-
âàåìîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïåðåéòè ê ñèñòåìå êîîðäèíàò, âðàùàþùåé-
ñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ωïð. Â ýòîé ñèñòåìå âîë÷îê âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ,
ðàâíîé ðàçíèöå Ω−Ωïð, êîòîðàÿ êàê ðàç è ðàâíÿåòñÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ñîáñòâåííîãî
âðàùåíèÿ ω.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàññìîòðèì ñâîáîäíîå äâèæå-
íèå ìàòð¼øêè â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïèñàííîé âûøå. Îáû÷íî ìàòð¼ø-
êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåëî âðàùåíèÿ. Îñü ñèììåòðèè x3 ïðîõîäèò ÷åðåç íåïîäâèæ-
íûé öåíòð èíåðöèè ìàòð¼øêè è âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ωïð âîêðóã íàïðàâ-
ëåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
óãîë ìåæäó ìîìåíòîì èìïóëüñà M è îñüþ ñèììåòðèè ðàâåí αM = 60o. Òîãäà óãîë
αΩ ìåæäó óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω è îñüþ ñèììåòðèè ìîæåò áûòü íàéäåí èç óðàâíåíèÿ

tg αΩ =
Ω⊥
Ω3

=
M⊥/I1

M3/I3

=
I3

I1

tg αM , M⊥ ≡ M1e1 + M2e2 = I1Ω⊥ . (47.14)

Ïðè äàëüíåéøåì äâèæåíèè ìàòð¼øêè îáà ýòè óãëà ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ. Åñëè
ìàòð¼øêà � îäíîöâåòíîå òåëî âðàùåíèÿ, òî ìû íå ñìîæåì íàáëþäàòü åå ñîáñòâåííîãî

163



âðàùåíèÿ. Íàïðèìåð, ÷åðåç âðåìÿ Tïð = 2π/Ωïð îñü ñèììåòðèè ìàòð¼øêè âåðíåòñÿ
â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, íî ìû íå ñìîæåì îòëè÷èòü íîâîå ïîëîæåíèå ìàòð¼øêè îò
íà÷àëüíîãî. Åñëè æå ìàòð¼øêà ðàñêðàøåíà, íàïðèìåð, íà íåé íàðèñîâàíî ëèöî è â
íà÷àëüíûì ìîìåíò âðåìåíè ýòî ëèöî áûëî â ïîëîæåíèè àíôàñ, òî ÷åðåç âðåìÿ Tïð
ìû îáíàðóæèì ýòî ëèöî ïîâåðíóòûì íà óãîë

ψ = ω · Tïð = 2π
ω

Ωïð
= 2π

(
I1

I3

− 1

)
cos αM . (47.15)

Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà: �õóäàÿ� ìàòð¼øêà,

I1 = 2I3 ,

è �ïîëíàÿ� ìàòð¼øêà,
I1 =

3

4
I3 .

Â ïåðâîì ñëó÷àå óãîë αΩ ≈ 40o, ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ M, Ω è e3 ïðèìåðíî òàêîå
æå, êàê è íà ðèñ. 70, è ÷åðåç âðåìÿ Tïð óãîë ψ = π (ò. å.�õóäàÿ� ìàòð¼øêà îêàæåòñÿ
ïîâåðíóòîé ê íàì çàòûëêîì). Ïîïðîáóéòå ñàìè îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
âåêòîðîâ M, Ω è e3 äëÿ �ïîëíîé� ìàòð¼øêè è å¼ óãîë ïîâîðîòà ψ ÷åðåç âðåìÿ Tïð.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñèììåòðè÷åñêîãî âîë÷êà, êî-
òîðûé â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò çàêðåïë¼ííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó
O, ðàñïîëîæåííóþ íà îñè ñèììåòðèè âîë÷êà. Ïóñòü l � âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç òî÷-
êè O â öåíòð èíåðöèè âîë÷êà âäîëü îñè ñèììåòðèè. Åñëè íà âîë÷îê äåéñòâóþò òîëüêî
ñèëû, ïðèëîæåííûå â íåïîäâèæíîé òî÷êå O, òî â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
XY Z ñ íà÷àëîì îòñ÷åòà â òî÷êå O ìîìåíò ýòèõ ñèë ðàâíÿåòñÿ íóëþ è ïîòîìó ìîìåíò
èìïóëüñà âîë÷êà ñîõðàíÿåòñÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ñâîáîäíîãî âîë÷êà (8)�(13) ñîõðàíÿþò ñâîé âèä ïðè çàìåíå

I1 → I ′1 = I1 + ml2 . (47.16)

Â ÷àñòíîñòè, îñü ñèììåòðèè âîë÷êà è âåêòîð l âðàùàþòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ

Ωïð =
M

I ′1
(47.17)

âîêðóã ïîñòîÿííîãî âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà M.

47.3. Áûñòðûé âîë÷îê â ïîëå òÿæåñòè
Òåïåðü ðàññìîòðèì äâèæåíèå îïèñàííîãî âûøå âîë÷êà â óñëîâèÿõ, êîãäà íà íåãî

ïîìèìî ñèëû, ïðèëîæåííîé â íåïîäâèæíîé òî÷êå O, äåéñòâóåò åùå è ñèëà òÿæåñòè
mg, ïðè÷åì äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ðàñïîëîæå-
íà íèæå öåíòðà èíåðöèè âîë÷êà (ðèñ. 71). Îáùåå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàíî â [1,
� 35, çàäà÷à 1]. Ìû ðàññìîòðèì çäåñü òîëüêî ñëó÷àé �áûñòðîãî âîë÷êà�, êîãäà åãî
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âåëèêà:

T ∼ M2

I3

À mgl . (47.18)
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Ω

Ω

αM

пр

нут

Ðèñ. 71. Áûñòðûé âîë÷îê â ïîëå òÿæåñòè

Â ýòèõ óñëîâèÿõ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì ñèëû òÿæåñòè,
è òîãäà ìû ïðèõîäèì ê óæå ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷å ñ ïîñòîÿííûì ìîìåíòîì
èìïóëüñà è ïðåöåññèðóþùåé âîêðóã íåãî ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ (17) îñüþ ñèììåòðèè.
Â äàííîé çàäà÷å ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ óãëîâîé ñêîðîñòüþ íóòàöèè

Ωíóò =
M

I ′1
. (47.19)

Â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè ó÷òåì âëèÿíèå ñèëû òÿæåñòè, ïðè ýòîì óðàâíåíèå
äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà âîë÷êà (3) ïðèìåò âèä

dM

dt
= [l, mg] . (47.20)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè, ðàçäåëÿÿ áûñòðûå è ìåä-
ëåííûå äâèæåíèÿ âåêòîðîâ M è l, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â � 32. Èìåííî,
ïðåäñòàâèì ýòè âåêòîðà â âèäå M = 〈M〉+δM è l = 〈l〉+δl, ãäå ñèìâîë 〈. . .〉 îçíà÷àåò
óñðåäíåíèå ïî áûñòðîìó âðàùåíèþ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ (19), â ÷àñòíîñòè

〈 l 〉 =
M

M
l cos αM , (47.21)

ãäå αM � óãîë ìåæäó âåêòîðîì M è îñüþ ñèììåòðèè âîë÷êà. Äëÿ ìåäëåííî èçìåíÿ-
þùèõñÿ óñðåäí¼ííûõ âåëè÷èí èç óðàâíåíèÿ (20) íàõîäèì

d〈M〉
dt

= [〈 l 〉, mg] = [Ωïð, 〈M〉] , Ωïð = −ml cos αM

M
g . (47.22)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà ïðåöåññèðóåò (âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêî-
ðîñòüþ Ωïð) âîêðóã âåðòèêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (18) îòíîøåíèå
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ñêîðîñòåé Ωïð è Ωíóò (19), êàê ìû è ïðåäïîëàãàëè, îêàçûâàåòñÿ ìàëûì:
Ωïð
Ωíóò

∼ mgl

M2/I ′1
∼ mgl

T
¿ 1 . (47.23)

Òàêèì îáðàçîì, îñü ñèììåòðèè áûñòðîãî âîë÷êà âðàùàåòñÿ ñ áîëüøîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ (19) âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà, à ñàì ìîìåíò èìïóëüñà â ñðåäíåì
ìåäëåííî âðàùàåòñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ωïð.

Ïðèâåä¼ì åù¼ ïðèìåð. Çåìëÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áûñòðûé ñèììåòðè÷å-
ñêèé (íå øàðîâîé!) âîë÷îê, ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà è Ëóíû ïðèâîäèò ê ïðåöåññèè çåìíîé
îñè ñ ïåðèîäîì îêîëî 26 òûñÿ÷ ëåò (òàê íàçûâàåìîå ïðåäâàðåíèå ðàâíîäåíñòâèé, ñì.
[3, çàäà÷à 9.15]).

Çàäà÷è
47.1. Äâà îäèíàêîâûõ îäíîðîäíûõ øàðà, âðàùàþùèõñÿ ñ îäèíàêîâûìè ïî âå-

ëè÷èíå óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè ω, ìåäëåííî ñáëèçèâøèñü, æ¼ñòêî ñîñòûêîâûâàþòñÿ
äðóã ñ äðóãîì. Îïðåäåëèòü äâèæåíèå îáðàçîâàâøåãîñÿ òåëà. Íàéòè, êàêàÿ ÷àñòü íà-
÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïåðåõîäèò â òåïëî. Äî ñîñòûêîâêè óãëîâûå ñêîðîñòè
øàðîâ áûëè íàïðàâëåíû:

à) ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèè öåíòðîâ è ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó;
á) îäíà � âäîëü ëèíèè öåíòðîâ, äðóãàÿ � ïåðïåíäèêóëÿðíî.
47.2. Âîë÷îê ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïîðû O, âðàùàâøèéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðî-

ñòüþ Ω âîêðóã ñâîåé îñè (ñêîðîñòü ïðåöåññèè ñ÷èòàåì ìàëîé), êàñàåòñÿ ãîðèçîíòàëü-
íîé ïëîñêîñòè êðàåì äèñêà (ðèñ. 72). Íàéòè óãëîâóþ ñêîðîñòü âîë÷êà, êîãäà ïðî-
ñêàëüçûâàíèå äèñêà ïðåêðàòèòñÿ. Â ìîìåíò êàñàíèÿ íóòàöèé íå áûëî.

Ω

O θ

Ðèñ. 72. Ê çàäà÷å 47.2

47.3. Êàêîâà ñòàíåò ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñóòîê, êîãäà îíè ñðàâíÿþòñÿ (çà ñ÷åò
äåéñòâèÿ ïðèëèâíûõ ñèë) ñ ìåñÿöåì (ò. å. ïåðèîä îáðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã îñè ñòàíåò
ðàâíûì ïåðèîäó îáðàùåíèÿ Ëóíû âîêðóã Çåìëè). Ïðèíÿòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî îñü
âðàùåíèÿ Çåìëè ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè îðáèò Çåìëè è Ëóíû. Äëÿ ÷èñëåííûõ
îöåíîê ñ÷èòàòü Çåìëþ îäíîðîäíûì øàðîì ðàäèóñîì a = 6,4 òûñ. êì è ìàññîé M , â
81 ðàç áîëüøåé ìàññû Ëóíû m; ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî Ëóíû R = 380 òûñ. êì.

47.4. Ãèðîêîìïàñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áûñòðî âðàùàþùèéñÿ c ïîñòîÿííîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ Ω äèñê, îñü êîòîðîãî ìîæåò ñâîáîäíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè (ðèñ. 73). Èññëåäîâàòü äâèæåíèå ãèðîêîìïàñà íà øèðîòå α. Óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü âðàùåíèÿ Çåìëè ω.
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Ðèñ. 73. Ê çàäà÷å 47.4

� 48. Óãëû Ýéëåðà
Îðèåíòàöèþ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò x1x2x3, ñâÿçàííîé ñ òâ¼ðäûì òåëîì,

(áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü åå K) îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû XY Z (äàëåå �
K0) ïðèíÿòî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ òðåõ óãëîâ19, íàçûâàåìûõ óãëàìè Ýéëåðà. Ïóñòü
äëÿ íà÷àëà ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé K0. Ïåðåõîä ê ñè-
ñòåìå K ìîæíî ïðîèçâåñòè ñ ïîìîùüþ òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ. Ñíà÷àëà
ïðîâåäåì ïîâîðîò íà óãîë ϕ âîêðóã îñè Z. Îñü x1 ïîëó÷åííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
íàçûâàþò ëèíèåé óçëîâ N . Äàëåå ïðîâåäåì ïîâîðîò íà óãîë θ âîêðóã ëèíèè óç-

ϕ ψ

ψ̇

ϕ̇

θ

θ̇

N

Z

Y

X

x3

x2

x1

Ðèñ. 74. Óãëû Ýéëåðà

19Åñëè, ê ïðèìåðó, ðå÷ü èäåò î âåëîñèïåäíîì êîëåñå, òî ýòî ìîãëè áû áûòü óãîë, îïðåäåëÿþùèé
íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè êîëåñà è óãîë, ôèêñèðóåìûé ñ÷¼ò÷èêîì îáîðîòîâ.
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ëîâ20. Òðåòèé ïîâîðîò ïðîâåäåì âîêðóã îñè x3 ïîëó÷åííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà
óãîë ψ. Óãëû Ýéëåðà ϕ, θ, ψ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óãëàìè ïðåöåññèè, íóòàöèè
è ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû óãëîâûõ ñêîðîñòåé ϕ̇, θ̇ è ψ̇
íàïðàâëåíû âäîëü îñè Z, âäîëü ëèíèè óçëîâ N è âäîëü îñè x3 (ðèñ. 74).

Âûðàçèì ÷åðåç ýòè óãëû è èõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ
âðàùåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî çàïèñàòü êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðî-
ñòè

Ω = ϕ̇ + θ̇ + ψ̇

â ñèñòåìå K, â êîòîðîé òåíçîð èíåðöèè íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü,
åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïîëÿðíûé è àçèìóòàëüíûé óãëû â ýòîé ñèñòåìå äëÿ âåêòîðà ϕ̇ ðàâíû
θ è (π/2)− ψ, äëÿ âåêòîðà θ̇ ðàâíû π/2 è (−ψ) è ÷òî âåêòîð ψ̇ íàïðàâëåí âäîëü îñè
x3 (ñì. ðèñ. 74). Â èòîãå ïîëó÷àåì

Ω1 = ϕ̇ sin θ sin ψ + θ̇ cos ψ ,

Ω2 = ϕ̇ sin θ cos ψ − θ̇ sin ψ , (48.1)

Ω3 = ϕ̇ cos θ + ψ̇ .

Ïóñòü îñè ñèñòåìû K íàïðàâëåíû ïî ãëàâíûì îñÿì èíåðöèè. Òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ (46.11), ñâÿçàííàÿ ñ âðàùåíèåì òâ¼ðäîãî òåëà,

T =
1

2

(
I1Ω

2
1 + I2Ω

2
2 + I3Ω

2
3

)
, (48.2)

ñ ó÷åòîì (1) òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýéëåðîâû óãëû. Â ÷àñòíîñòè, êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ñèììåòðè÷åñêîãî âîë÷êà (âûáèðàåì îñè x1x2x3 òàê, ÷òîáû I1 = I2)

T =
1

2

[
I1(θ̇

2 + ϕ̇2 sin2 θ) + I3(ϕ̇ cos θ + ψ̇)2
]

. (48.3)

Âûðàæåíèÿ (2), (3) ìîæíî òåïåðü èñïîëüçîâàòü äëÿ çàïèñè ôóíêöèè Ëàãðàíæà L.
Äëÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ L = T ; â ýòîì ñëó÷àå îáîáùåííûé èìïóëüñ

pψ =
∂L

∂ψ̇
= I3Ω3 (48.4)

ðàâåí ïðîåêöèè M3 ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü x3, îáîáùåííûé èìïóëüñ

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= I1Ω1 sin θ sin ψ + I2Ω2 sin θ cos ψ + I3Ω3 cos θ (48.5)

ðàâåí ïðîåêöèè MZ ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü OZ, à îáîáùåííûé èìïóëüñ

pθ =
∂L

∂θ̇
= I1Ω1 cos ψ − I2Ω2 sin ψ (48.6)

ðàâåí ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà ëèíèþ óçëîâ. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ñâîáîä-
íîãî äâèæåíèÿ àñèììåòðè÷åñêîãî âîë÷êà íå çàâèñèò îò óãëà ϕ, ïîýòîìó pϕ = MZ

ñîõðàíÿåòñÿ. Äëÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîãî âîë÷êà äîïîëíèòåëüíî ñî-
õðàíÿåòñÿ pψ = M3, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò îò óãëà ψ.

20Åñëè áû ìû âûáðàëè äëÿ âòîðîãî ïîâîðîòà îñü x2, òî θ è ϕ îêàçàëèñü áû ñôåðè÷åñêèìè êî-
îðäèíàòàìè íàïðàâëåíèÿ x3. Òàêîé âûáîð ïðåäïî÷èòàþò â òåîðèè ìîìåíòà èìïóëüñà â êâàíòîâîé
ìåõàíèêå.
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ÄÎÏÎËÍÅÍÈß

A. Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ
Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: íà ïëîñêîñòè xy

íàéòè êðàò÷àéøóþ êðèâóþ ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè òî÷êàìè A(x1, y1) è B(x2, y2),
ò. å. íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ y(x), ÷òîáû èíòåãðàë

l =

B∫

A

dl =

x2∫

x1

√
1 + (dy/dx)2 dx, (dl)2 = (dx)2 + (dy)2 (A.1)

ïðèíÿë íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ y(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëî-
âèÿì

y(x1) = y1, y(x2) = y2 .

Â äàííîì ïðèìåðå îòâåò õîðîøî èçâåñòåí: òàêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ

y(x) = y1 +
y2 − y1

x2 − x1

(x− x1) . (A.2)

Â áîëåå îáùåì âèäå âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ òàê. Ïóñòü èìååòñÿ
íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé ỹ(x) òàêèõ, ÷òî âñå îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè A(x1, y1)
è B(x2, y2), ò. å. ỹ(x1) = y1, ỹ(x2) = y2. Ñðåäè ýòèõ ôóíêöèé íàäî íàéòè òàêóþ
ôóíêöèþ y(x), ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîé â èíòåãðàë

J =

x2∫

x1

f(y, y′, x)dx, y′ =
dy(x)

dx
(A.3)

îí ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå.
Âûâåäåì óðàâíåíèå, êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ y(x). Ðàñ-

ñìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â �êîíêóðñå� êðèâûõ ôóíêöèè âèäà
ỹ(x) = y(x) + εh(x), h(x1) = h(x2) = 0 , (A.4)

ãäå ε ìàëûé ïàðàìåòð, à h(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ (íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñî ñâîåé
ïðîèçâîäíîé) ôóíêöèÿ (ðèñ. 75). Âåëè÷èíó εh(x) íàçûâàþò âàðèàöèåé ôóíêöèè y(x)
è îáîçíà÷àþò

δy(x) ≡ εh(x).

Ïðè ïîäñòàíîâêå â (3) ôóíêöèè ỹ âìåñòî y ìû ïîëó÷èì âåëè÷èíó

J(ε) =

x2∫

x1

f(y + εh, y′ + εh′, x)dx , h′ =
dh(x)

dx
,
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y1

y2

x1 x2

y(x)

ỹ(x) = y(x) + δy(x)

Ðèñ. 75. Ê âûâîäó óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ïðîñòåéøåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà ε. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî y(x)
îáåñïå÷èâàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå J(ε), òî÷êà ε = 0 äëÿ J(ε) äîëæíà áûòü òî÷êîé
ýêñòðåìóìà, ïîýòîìó

dJ(ε)

dε

∣∣∣
ε=0

=

x2∫

x1

(
∂f

∂y
h +

∂f

∂y′
h′

)
dx = 0.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî ÷àñòÿì ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî h(x1) = h(x2) = 0, ïîëó-
÷àåì

x2∫

x1

(
∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′

)
h(x)dx +

∂f

∂y′
h(x)

∣∣∣
x2

x1

=

x2∫

x1

(
∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′

)
h(x) dx = 0. (A.5)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (îñíîâíàÿ ëåììà âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëå-
íèÿ): åñëè g(x) íåïðåðûâíà è

x2∫

x1

g(x)h(x)dx = 0

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè h(x), èìåþùåé íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ è òàêîé,
÷òî h(x1) = h(x2) = 0, òî g(x) = 0 íà èíòåðâàëå x ∈ (x1, x2). (Äîêàæèòå!)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòîé ëåììîé, ïîëó÷èì èç (5) íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîãî, ÷òî
y(x) äà¼ò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà (3):

∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′
= 0 (A.6)

Äëÿ ïðèìåðà (1) ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

d

dx

y′√
1 + y′2

= 0,

îòêóäà ñëåäóåò y′ = const, ò. å. y(x) � ïðÿìàÿ. Ó÷åò óñëîâèé y(x1) = y1, y(x2) = y2

ïðèâîäèò ê óêàçàííîìó âûøå ðåøåíèþ (2).
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Â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Óðàâíåíèå (6)
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà, åãî ëåâàÿ ÷àñòü íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîä-
íîé îò J ïî y(x) è îáîçíà÷àåòñÿ

δJ

δy(x)
≡ ∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′
. (A.7)

Âàðèàöèåé (òî÷íåå, ïåðâîé âàðèàöèåé) J íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà δJ , îïðåäåëåííàÿ ñî-
îòíîøåíèåì

δJ ≡
x2∫

x1

δJ

δy(x)
δy(x) dx . (A.8)

Àíàëîãè÷íî ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìà èíòåãðàëà

J =

x2∫

x1

f(y1, ..., ys; y′1, ..., y
′
s, x) dx, (A.9)

çàâèñÿùåãî îò ìíîãèõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé yi(x), íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà. Íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà (6) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïî îòíîøåíèþ ê êàæäîé èç
ýòèõ ôóíêöèé:

δJ

δyi(x)
≡ ∂f

∂yi

− d

dx

∂f

∂y′i
= 0, i = 1, 2, ..., s. (A.10)

B. Ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè
B.1. Ñèñòåìû ñ èäåàëüíûìè ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî äâèæåíèå ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ,

ïðèâåä¼ííûå â êîíöå � 12. Ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå äàëåå, ÷òî òåëà, äâèæåíèå
êîòîðûõ ìû èññëåäóåì, ñîñòîÿò èç N �ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê� (�÷àñòèö�), äâèæåíèå
êîòîðûõ ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíî âîçäåéñòâèåì êàêèõ-ëèáî ñòåðæíåé, ïîâåðõíîñòåé
è ò. ï. Åñëè âñå ýòè îãðàíè÷åíèÿ âûðàæàþòñÿ óñëîâèÿìè

Fα(r1, ..., rN , t) = 0, α = 1, ..., n, (B.1)

ãäå Fα ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî êîîðäèíàò ÷àñòèö è âðåìåíè, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà
ñèñòåìó íàëîæåíû n ãîëîíîìíûõ ñâÿçåé. Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ ìàÿòíèêà ïåðåìåííîé
äëèíû, ðàññìîòðåííîãî â � 12, óñëîâèÿ (1) ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ

F1(r, t) ≡ r − l(t) = 0.

Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ (1) âûïîëíÿþòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî íà ÷àñòèöû
ïîìèìî ïðî÷èõ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë

Fa = −∂U

∂ra
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äåéñòâóþò ñèëû ðåàêöèè ñâÿçåé Ra. Ñâÿçè íàçûâàþòñÿ èäåàëüíûìè, åñëè ïðè ëþ-
áûõ ñìåùåíèÿõ ÷àñòèö δra, íå íàðóøàþùèõ óñëîâèé (1), ñóììàðíàÿ ðàáîòà âñåõ ñèë
ðåàêöèè ðàâíà íóëþ:

N∑
a=1

Ra · δra = 0 . (B.2)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðå÷ü èäåò íå î ñìåùåíèÿõ â ïðîöåññå ðåàëüíîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû,
à î ñìåùåíèÿõ, íå íàðóøàþùèõ óñëîâèÿ (1), âçÿòûå ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè
âðåìåíè t.

Â íüþòîíîâîé ìåõàíèêå äâèæåíèå ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè

mar̈a = −∂U

∂ra

+ Ra , a = 1, . . . , N , (B.3)

êîòîðûå ñîâìåñòíî ñ óñëîâèÿìè (1) ïîçâîëÿþò íàéòè êàê çàêîí äâèæåíèÿ ra(t), òàê è
ñèëû Ra(t). Çàìåòèì, ÷òî ñ ó÷¼òîì óñëîâèé ñâÿçè (1) íàøà ñèñòåìà èìååò s = 3N −n
ñòåïåíåé ñâîáîäû è ðîâíî ñòîëüêî íóæíî îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò äëÿ ïîëíîãî îïè-
ñàíèÿ å¼ äâèæåíèÿ. Ìîæíî íàéòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ýòèõ îáîáù¼ííûõ êî-
îðäèíàò, ñòàðòóÿ îò óðàâíåíèé (2), (3) è óñëîâèé (1), îäíàêî òàêîé ïîäõîä òðåáóåò
äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê. Ìû íàéäåì ýòè óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ ïðåèìóùå-
ñòâà ëàãðàíæåâà ïîäõîäà.

Óñëîâèÿ (1) äëÿ ñèñòåìû èç N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê âûäåëÿþò â 3N -ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå K ïîäïðîñòðàíñòâî s = 3N − n èçìåðåíèé K0, â êîòîðîì òîëüêî è ìî-
æåò äâèãàòüñÿ òî÷êà, èçîáðàæàþùàÿ êîíôèãóðàöèþ ñèñòåìû. Ñèëû ðåàêöèè, åñëè
èõ èçîáðàçèòü â ïðîñòðàíñòâå K, îêàæóòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ïîäïðîñòðàíñòâó K0.
Èìåííî ýòî è îçíà÷àåò ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå óñëîâèå èäåàëüíîñòè ñâÿçåé. Ââå-
äåì n îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò:

q̃α = Fα(r1, . . . , rN , t), α = 1, . . . , n ,

îñòàëüíûå îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû îáîçíà÷èì qi , i = 1, . . . , s. Ïîäïðîñòðàíñòâî K0

îïðåäåëÿåòñÿ n óñëîâèÿìè
q̃α = 0, α = 1, . . . , n, (B.4)

òàê ÷òî qi � êîîðäèíàòû â K0. Êàê è â ïðèìåðå ñ ìàÿòíèêîì â � 12, ìîæíî ââåñòè
âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó ñ �âûêëþ÷åííûìè� ñâÿçÿìè, íî äîáàâëåííîé ÷ðåçâû÷àéíî
�æ¼ñòêîé� ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

Ũ(q̃1, . . . , q̃n) =
∑

α

Ũα(q̃α) , (B.5)

ãäå Ũα(q̃α) � ôóíêöèÿ òîãî æå âèäà, ÷òî è â ïðèìåðå ñ ìàÿòíèêîì. Âîçíèêàþùèå çà
ñ÷¼ò ýòîãî ñèëû (−∂Ũ/∂q̃α), êàê è ñèëû ðåàêöèè ñâÿçåé îðòîãîíàëüíû ïîäïðîñòðàí-
ñòâó K0.

Ïî ñóòè äåëà, ìû ïðèíèìàåì, ÷òî ïðè äâèæåíèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû âîçíèêà-
þò ñèëû, êàê ðàç îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå óñëîâèé ñâÿçè. Åñòåñòâåííî, ýòè ñèëû
îáóñëîâëåíû äåôîðìàöèÿìè òåë, îäíàêî î÷åíü ìàëûìè äåôîðìàöèÿìè, òàê ÷òî ñâÿ-
çàííûìè ñ íèìè ñìåùåíèÿìè è ñêîðîñòÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû èìååò âèä

L̃ = L1(q, q̃, q̇, ˙̃q, t)− Ũ(q̃), (B.6)
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ãäå L1 �ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà áåç ó÷¼òà ñâÿçåé. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ êîîðäèíàò q̃α

ñîäåðæàò âåëè÷èíû Rα = −∂Ũ/∂q̃α, êîòîðûå èãðàþò ðîëü îáîáù¼ííûõ ñèë ðåàêöèè
ñâÿçåé. Ïåðåõîä ê èñõîäíîé ñèñòåìå ñî ñâÿçÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîîðäèíàòû q̃α

îáúÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè (ñîãëàñíî (4)), à âåëè÷èíû Rα � íåèçâåñòíûìè. Çàïèñûâàÿ
æå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà äëÿ êîîðäèíàò qi, ìîæíî îòáðîñèòü â (6) ñëàãàåìîå Ũ è
ïîäñòàâèòü q̃α = 0, ˙̃qα = 0, ò. å. èñïîëüçîâàòü ëàãðàíæèàí

L(q, q̇, t) = L1(q, 0, q̇, 0, t) = T (q, q̇, t)− U(q, t) . (B.7)

Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ñèñòåìû ñ èäåàëüíûìè ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè ìîæíî ñðàçó
æå âûáðàòü îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû ñ ó÷¼òîì ñâÿçåé è òîëüêî ÷åðåç íèõ âûðàçèòü
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

d

dt

∂L(q, q̇, t)

∂q̇i

=
∂L(q, q̇, t)

∂qi

, i = 1, 2, ..., s = 3N − n.

Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè æå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâ-
íåíèé (2), (3) ñ ó÷åòîì óñëîâèé (1). Äåéñòâîâàòü ìîæíî òàê. Èç óðàâíåíèÿ (3) âûðà-
çèì ñèëó ðåàêöèè ñâÿçåé

Ra = mar̈a +
∂U

∂ra

è ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (2):
N∑

a=1

[
mr̈a +

∂U

∂ra

]
· δra = 0 .

Äàëåå ñëåäóåò âûðàçèòü âåêòîðû ra è ñìåùåíèÿ δra ÷åðåç îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû
qi è ñîîòâåòñòâóþùèå ñìåùåíèÿ δqi è âîñïîëüçîâàòüñÿ íåçàâèñèìîñòüþ âàðèàöèé δqi.

Ê ÷èñëó ñèñòåì ñ èäåàëüíûìè ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè ïðèíàäëåæèò àáñîëþòíî
òâ¼ðäîå òåëî. Òàê íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü ÷àñòèö, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè îñòà-
þòñÿ íåèçìåííûìè. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ìíîãèõ òåë òàêàÿ
ìîäåëü âïîëíå ïðèìåíèìà. Ïîëîæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà ìîæíî çàäàâàòü âñåãî øåñòüþ
êîîðäèíàòàìè (ñì. � 45).

Åñëè òâ¼ðäûå òåëà ñîïðèêàñàþòñÿ, òî ñâÿçè îêàçûâàþòñÿ èäåàëüíûìè â äâóõ ïðå-
äåëüíûõ ñëó÷àÿõ: åñëè òðåíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è åñëè íåâîçìîæíî ïðîñêàëüçû-
âàíèå � è â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå ðàáîòà ñèë òðåíèÿ ðàâíà íóëþ.

Óñëîâèÿ, îãðàíè÷èâàþùèå âîçìîæíûå äâèæåíèÿ òåë, ìîãóò ñîäåðæàòü è

a

x

a

xϕ 
. . 

Ðèñ. 76. Öèëèíäð êàòèòñÿ, íå ïðîñêàëü-
çûâàÿ, ïî íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè

ñêîðîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ öèëèíäðà, êàòÿ-
ùåãîñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî íåïîäâèæ-
íîé ïëîñêîñòè, (ðèñ. 76) ýòî óñëîâèå � ðà-
âåíñòâî íóëþ ñêîðîñòè åãî òî÷êè, êàñàþ-
ùåéñÿ ïëîñêîñòè:

ẋ + aϕ̇ = 0,

ãäå x � êîîðäèíàòà îñè, ϕ � óãîë ïîâîðîòà
öèëèíäðà. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü ïðîèí-
òåãðèðîâàíî:

x + aϕ = const ,

173



è ñâÿçü îêàçûâàåòñÿ ãîëîíîìíîé.
Äëÿ øàðà èëè äèñêà, êàòÿùåãîñÿ ïî ïëîñêîñòè, óñëîâèå ñâÿçè

V + [Ω, a] = 0 (B.8)

íå ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî (çäåñü a � ðàäèóñ íàïðàâëåííûé îò öåíòðà äèñ-
êà ê òî÷êå êàñàíèÿ). Òàêàÿ ñâÿçü íàçûâàåòñÿ íåãîëîíîìíîé. Èçëîæåííàÿ âûøå ñõå-
ìà èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå íåïðèìåíèìà. Êàê ñîñòàâëÿþòñÿ
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè, áóäåò ðàññêàçàíî â ðàç-
äåëå B.3.

B.2. Ñèëû ðåàêöèè ñâÿçåé

Ðåøèâ çàäà÷ó î äâèæåíèè ñèñòåìû, ìîæíî â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ïåðåéòè è ê
îïðåäåëåíèþ ñèë ðåàêöèè. Ýòà çàäà÷à, âîîáùå ãîâîðÿ, òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî àíà-
ëèçà. Íå âäàâàÿñü â îáñóæäåíèå ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé, îãðàíè÷èì-
ñÿ ïðèìåðîì. Ïóñòü ðå÷ü èäåò î äâèæåíèè â ïëîñêîñòè ñèñòåìû ÷åòûð¼õ ãðóçèêîâ
A,B,C,D, ñîåäèíåííûõ ïÿòüþ æ¼ñòêèìè ñòåðæíÿìè (ðèñ. 77), øàðíèðíî ïðèêðåï-
ëåííûõ ê ãðóçèêàì (ò. å. òàê, ÷òî óãëû ìåæäó ñòåðæíÿìè ìîãëè áû ñâîáîäíî èç-
ìåíÿòüñÿ, åñëè áû êàêîé-íèáóäü èç íèõ óäàëèòü). Ñèñòåìà èìååò òðè ñòåïåíè ñâî-
áîäû (ñêàæåì, äâå êîîðäèíàòû îäíîé èç òî÷åê è óãîë, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëå-
íèå îäíîé èç ñòîðîí). Óñëîâèÿ æå ñâÿçåé âûðàæàþò ïîñòîÿíñòâî äëèí ñòåðæíåé.

A

C

B

D

Ðèñ. 77. Ãðóçèêè ñî ñâÿçÿìè

Åñëè èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå êîîðäèíàò q̃
èçìåíåíèÿ äëèí ñòåðæíåé, òî îïèñàííûì
âûøå ñïîñîáîì ìîæíî íàéòè ñèëû, ðàñòÿ-
ãèâàþùèå ñòåðæíè ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

Îäíàêî òå æå ñàìûå îãðàíè÷åíèÿ
ïîäâèæíîñòè ñèñòåìû ìîæíî âûðàçèòü,
ïðèíÿâ óñëîâèå BD = const âìåñòî
AC = const. Èñïîëüçóÿ ýòî íîâîå óñëîâèå,
ìû ïîëó÷èì ñèëó ðåàêöèè, ÿêîáû íàïðàâ-
ëåííóþ âäîëü BD, ñèëó æå ðåàêöèè ñó-
ùåñòâóþùåãî ñòåðæíÿ AC ïîòåðÿåì. Ïðè
ýòîì è ñèëû ðåàêöèè îñòàëüíûõ ñòåðæíåé
ïîëó÷àòñÿ íå èñòèííûìè, à òàêèìè, êàê åñ-
ëè áû ñòåðæåíü AC äåéñòâèòåëüíî óäàëè-
ëè, à ñòåðæåíü BD ââåëè â ñèñòåìó.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî âñå ýòè ðàçíûå âîç-
ìîæíîñòè îïèñàíèÿ ñâÿçåé è ðåàëüíîãî èõ ñîçäàíèÿ ñîâåðøåííî íåñóùåñòâåííû äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà. Â òî æå âðå-
ìÿ ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå óðàâíåíèé, âûðàæàþùèõ èäåàëüíûå ãîëîíîìíûå ñâÿçè,
ìîæíî ïîëó÷àòü è ñèëû ðåàêöèè ñâÿçåé, èñïîëüçóÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé ýêñòðå-
ìóìà äåéñòâèÿ ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
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B.3. Íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Èäåàëüíûå
íåãîëîíîìíûå ñâÿçè
Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå ñ èäåàëüíûìè ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû

âîñïîëüçîâàëèñü íå âñåìè óðàâíåíèÿìè ñâÿçè è èñêëþ÷èëè ìåíüøå êîîðäèíàò, ÷åì
ìîãëè áû.

Ïóñòü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàâèñèò îò s + n êîîðäèíàò è ñòîëüêèõ æå ñêîðîñòåé
L = L(q1, . . . , q̇s+n, t) è ïóñòü èìååòñÿ n èäåàëüíûõ ãîëîíîìíûõ ñâÿçåé:

Fα(q1, . . . , qs+n, t) = 0, α = 1, ..., n . (B.9)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (9) ïî âðåìåíè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü óñëîâèÿ ñâÿçåé â âèäå
s+n∑
i=1

cαi q̇i + cα = 0, (B.10)

ãäå
cαi =

∂Fα

∂qi

, cα =
∂Fα

∂t
. (B.11)

Â òàêîì ñëó÷àå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ, çàäàþùåå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñè-
ñòåìû òåë, ìîæíî ïîëó÷èòü åùå îäíèì ñïîñîáîì, � íå èñêëþ÷àÿ n ëèøíèõ ïåðåìåí-
íûõ, à ñ ïîìîùüþ íåîïðåäåë¼ííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìà â âàðèàöèîííîé çàäà÷å ñ ïîìîùüþ íåîïðåäå-
ë¼ííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ïîäîáåí ñïîñîáó îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé ìåæäó íèìè. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ
ôóíêöèþ, âêëþ÷àþùóþ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè âðåìåíè λα(t),

L̃(q1, . . . , q̇s+n, t) = L(q1, . . . , q̇s+n, t) +
n∑

α=1

λα(t) Fα(q1, . . . , qs+n, t) , (B.12)

çàïèøåì äëÿ íåå �äåéñòâèå� S̃ =
∫

L̃dt è ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, ðàññìàòðèâàÿ
âñå s+n êîîðäèíàò êàê íåçàâèñèìûå. Òåì ñàìûì ìû äîïóñêàåì ê �êîíêóðñó� ïîìèìî
íóæíûõ íàì çàâèñèìîñòåé qi(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (9), åùå è äðóãèå. Ê ýòèì
s + n óðàâíåíèÿì ñëåäóåò äîáàâèòü n óðàâíåíèé ñâÿçè (9), èñêëþ÷èâ òåì ñàìûì
âðåìåííî äîáàâëåííûå çàâèñèìîñòè qi(t) . Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ êàê ðàç s+2n óðàâíåíèé
äëÿ âñåõ êîîðäèíàò è ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:

d

dt

∂L

∂q̇i

− ∂L

∂qi

=
l∑

α=1

λαcαi. (B.13)

Ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ñóììû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáù¼í-
íûå ñèëû, äåéñòâóþùèå �â íàïðàâëåíèÿõ� ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò.
Â êà÷åñòâå äîáàâî÷íûõ óñëîâèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèáî ðàâåíñòâà (9), ëèáî � (10).

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (10) (ïðè ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè) îãðàíè÷èâàþò âîçìîæ-
íûå âàðèàöèè êîîðäèíàò δqi ñîîòíîøåíèÿìè

s+n∑
i=1

cαi δqi = 0 . (B.14)
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Ýòè óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî ðàáîòà ñèë ðåàêöèè ñâÿçåé îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè âàðè-
àöèè êîîðäèíàò δqi óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (14), è âûðàæàþò òàêèì îáðàçîì
èäåàëüíîñòü ñâÿçåé.

Òîò ôàêò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ
ïî âðåìåíè, ýêâèâàëåíòåí ñîîòíîøåíèÿì

∂cαi

∂qj

=
∂cαj

∂qi

,
∂cαi

∂t
=

∂cα

∂qi

, (B.15)

äëÿ âñåõ α, i, j.
Ëèíåéíûå èäåàëüíûå íåãîëîíîìíûå ñâÿçè òàêæå ìîãóò áûòü âûðàæåíû ñîîòíî-

øåíèÿìè âèäà (10) èëè (14). Óñëîâèÿ èäåàëüíîñòè íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé âûðàæàþòñÿ
÷åðåç âàðèàöèè êîîðäèíàò òàê æå, êàê äëÿ ãîëîíîìíûõ. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ êàê äëÿ
ãîëíîìíûõ ñâÿçåé, òàê è äëÿ íåãîëîíîìíûõ îçíà÷àþò, ÷òî ïðè �çàïðåòíîì� ñìåùåíèè
òåë âîçíèêëè áû òàêèå ñèëû (ìîæåò áûòü, î÷åíü áîëüøèå), êîòîðûå ñäåëàëè áû òàêîå
ñìåùåíèå íåâîçìîæíûì; ïðè �ðàçðåøåííîì� æå ñìåùåíèè äîáàâî÷íûõ ñèë íå âîçíè-
êàåò. À ðàâåíñòâà âèäà (15) â ñëó÷àå íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîýôôèöèåíòîâ íå âûïîëíÿþòñÿ. Ïîýòîìó óñëîâèÿ ñâÿçè íå ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû
ê âèäó (9).

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (15) ñâÿçàíû ñ ìàëîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî
âàðèàöèÿì. Ýòè ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ α-é ñâÿçè ðàáîòà δA12 íà ïóòè

(q1, q2) → (q1 + δq1, q2) → (q1 + δq1, q2 + δq2)

è ðàáîòà δA21 íà ïóòè
(q1, q2) → (q1, q2 + δq2) → (q1 + δq1, q2 + δq2)

îäèíàêîâû ñ òî÷íîñòüþ äî δq1δq2 âêëþ÷èòåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî,
δA12 = λα[cα1(q1, q2, . . .)δq1 + cα2(q1 + δq1, q2, . . .)δq2] =

= λα[cα1(q1, q2, . . .)δq1 + cα2(q1, q2, . . .)δq2 +
∂cα2(q1, q2, . . .)

∂q1

δq1δq2] ,

δA21 ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé 1 À 2, òàê ÷òî

δA12 − δA21 = λα

(
∂cα2

∂q1

− ∂cα1

∂q2

)
δq1δq2 .

Äëÿ ãîëîíîìíîé ñâÿçè ñîãëàñíî (15) ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî
δA12− δA21 = 0. Èìåííî òàêîå óñëîâèå îòëè÷àåò ãîëîíîìíóþ ñâÿçü îò íåãîëîíîìíîé,
îáåñïå÷èâàÿ âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëÿòü ñèëû ðåàêöèè ÷åðåç ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ.

Îïðåäåëÿÿ æå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ñèëû ìû îïåðèðîâàëè òîëüêî ñ ëèíåéíûìè
ïî δq âûðàæåíèÿìè. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (13) ñ äîáàâî÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà (10)
ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè.

Äëÿ ñèñòåìû ñ n ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ôóíêöèè Ëàãðàíæà
n îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò. Äëÿ ñèñòåìû ñ íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè ïîäîáíîå óìåíü-
øåíèå ÷èñëà îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò ïî ñóùåñòâó íåâîçìîæíî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåãîëîíîìíîé ñâÿçè ðàññìîòðèì óñëîâèå ñâÿçè äëÿ êîëåñà,
êîòîðîå ìîæåò êàòèòüñÿ ïî ïëîñêîñòè, íå ïðîñêàëüçûâàÿ. ßñíî, ÷òî òàêîå êîëåñî
ìîæíî êàòàòü, ñîáëþäàÿ óñëîâèÿ ñâÿçè, è âåðíóòü â èñõîäíóþ òî÷êó. Îäíàêî ñïè-
öà êîëåñà, êîòîðàÿ ñìîòðåëà â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè êîëåñà âíèç, â êîíöå îêàæåòñÿ
íàïðàâëåíà êàê-òî èíà÷å.
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C. Óðàâíåíèå Õèëëà, óðàâíåíèå Ìàòü¼
è ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ
Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàíñå ìîæíî íàéòè â � 31. Â ýòîì ïðè-

ëîæåíèè ìû äàäèì áîëåå ïîäðîáíóþ è ïîñëåäîâàòåëüíóþ òåîðèþ ýòîãî èíòåðåñíîãî
ÿâëåíèÿ.

C.1. Îáùèå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Õèëëà
Èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðè èçó÷åíèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà èìååò âèä (31.1)

ẍ + ω2(t) x = 0 , (C.1)

ãäå ÷àñòîòà ω(t) ìåíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ïî âðåìåíè

ω(t + T ) = ω(t). (C.2)

Óðàâíåíèå (1) ñ ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ ÷àñòîòû îò âðåìåíè (2) íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì Õèëëà. Ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ïîëåçíî çíàíèå êàê ìîæ-
íî áîëüøåãî ÷èñëà ñâîéñòâ òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïåðå÷èñëèì ïðîñòûå è ïîëåçíûå â äàëü-
íåéøåì ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Õèëëà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îïðåäåëèòåëü Âðîí-
ñêîãî. Ïóñòü x1(t) è x2(t) � äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), äëÿ íèõ, ïî îïðåäåëåíèþ,
îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ðàâåí:

W (x1, x2) =

∣∣∣∣
x1 x2

ẋ1 ẋ2

∣∣∣∣ = x1(t) ẋ2(t)− x2(t) ẋ1(t).

1. Äèôôåðåíöèðóÿ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ïî âðåìåíè è èçáàâëÿÿñü ñ ïîìîùüþ
óðàâíåíèÿ (1) îò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

dW

dt
= 0 ,

ò. å. W íå çàâèñèò îò âðåìåíè.
2. Åñëè x(t) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), òî x(t + T ) òîæå åãî ðåøåíèå. Äîêàçûâàåòñÿ

ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå è èñïîëüçîâàíèåì ïåðèîäè÷íîñòè ω. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
åñëè x1(t) è x2(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé, òî
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

x1(t + T ) = a11x1(t) + a12x2(t),

x2(t + T ) = a21x1(t) + a22x2(t).

Ìàòðèöà ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ aij îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì è âûáîðîì áàçèñ-
íûõ ðåøåíèé. Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî â íåì ìàòðèöà
ñòàíåò äèàãîíàëüíîé, ò. å. ñóùåñòâóþò òàêèå ðåøåíèÿ x1(t) è x2(t), êîòîðûå ïðè ñäâè-
ãå íà ïåðèîä T ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

x1(t + T ) = µ1 x1(t) , x2(t + T ) = µ2 x2(t) , (C.3)

ãäå µ1,2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû aij.
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3. Ïðîâåðêîé óñòàíàâëèâàåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé (3) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

W (x1(t + T ), x2(t + T )) = µ1 µ2 W (x1(t), x2(t)) .

Îòñþäà è èç ñâîéñòâà 1 ïîëó÷àåì

µ1 µ2 = 1. (C.4)

4. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû aij â ñèëó ñâîéñòâà 3 ðàâåí 1, à åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ðàâíû

µ± = d±
√

d2 − 1 , d =
1

2
(a11 + a22) . (C.5)

Åñëè d2 > 1, òî µ+ è µ− âåùåñòâåííû. Òîãäà îäíî èç íèõ ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû.
Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî êàê µ1, ïðè ýòîì ìîæåò áûòü êàê µ1 > 1 (åñëè d > 1, â ýòîì
ñëó÷àå µ1 = µ+), òàê è µ1 < −1 (åñëè d < −1, â ýòîì ñëó÷àå µ1 = µ−). Òàêèì îáðàçîì,
ðåøåíèå x1(t) âèäà (3) âîçðàñòàåò ïî ìîäóëþ çà ïåðèîä T . Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñîì. Âòîðîå ðåøåíèå x2(t) óáûâàåò ïî ìîäóëþ çà ýòîò æå
ïåðèîä.

Åñëè æå d2 < 1, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1 è µ2 êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû (µ2 = µ∗1)
è ëåæàò íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà åäèíèöà (|µ1| = |µ2| = 1) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Ðåøåíèÿ x1,2(t) îêàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè ôóíêöèÿìè è ìîãóò áûòü âûáðàíû êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûìè x2(t) = x∗1(t). Âåùåñòâåííûìè æå ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ èõ
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè x1(t) + x2(t) è [x1(t)− x2(t)]/i. Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå îñöèë-
ëÿòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèåíèÿ.

5. Ïóñòü xi(t) � ïîñòðîåííûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ðåøåíèÿ (3). Òîãäà êàæäûé
ñäâèã âðåìåíè íà T ïðèâîäèò ê óìíîæåíèþ ðåøåíèÿ íà µi: ðåøåíèå â ñðåäíåì èç-
ìåíÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî. Î÷åâèäíî, ÷òî xi(t)/µ

t/T
i � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òà-

êèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ Õèëëà, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

x1(t) = µ
t/T
1 Π1(t), x2(t) = µ

t/T
2 Π2(t) , (C.6)

ãäå Π1(t) è Π2(t) � ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, à µ1 è µ2 ñâÿçàíû óñëîâèåì (4).
6. Íå ñëîæíåå, íî ôèçè÷åñêè áîëåå åñòåñòâåííî ñðàçó èñêàòü ðåøåíèå áîëåå îáùåãî

óðàâíåíèÿ, ó÷èòûâàþùåãî ñëàáîå ëèíåéíîå òðåíèå:

ẍ + 2λẋ + ω2(t) x = 0 . (C.7)

Ïîäñòàâëÿÿ
x = e−λt x̃(t) , (C.8)

ïîëó÷àåì äëÿ ôóíêöèè x̃(t) óðàâíåíèå Õèëëà (1).

C.2. Óðàâíåíèå Ìàòü¼
Âûÿñíèì óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ñëó÷àå, êîãäà

ω2(t) = ω2
0(1 + h cos γt) , (C.9)

ãäå γ = 2π/T , à ïîñòîÿííàÿ h ¿ 1. Óðàâíåíèå

ẍ + ω2
0(1 + h cos γt) x = 0 , (C.10)
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(ïðè ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíå h è γ) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ìàòü¼.
Ïðè ó÷¼òå òðåíèÿ óðàâíåíèå (10) ïðåîáðàçóåòñÿ ê óðàâíåíèþ âèäà (7):

ẍ + 2λẋ + ω2
0(1 + h cos γt) x = 0 , (C.10a) .

êîòîðîå ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè (8) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ìàòü¼.
Äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàòü¼ µ1 åñòü ôóíêöèÿ ïàðàìåòðîâ γ è h è ãðàíèöà, ðàçäåëÿþ-

ùàÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè, çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè µ1(γ, h) = −1
è µ1(γ, h) = 1, äàþùèìè êðèâûå íà ïëîñêîñòè (γ, h), êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü íåé-
òðàëüíûìè. Ïîñòðîèì íåéòðàëüíûå êðèâûå ïðè ìàëûõ h, íà÷èíàÿ ñ âûðîæäåííîãî
ñëó÷àÿ h = 0. Ïðè h = 0 ÷àñòîòà ω = ω0 íå ìåíÿåòñÿ âîîáùå è ðåøåíèå èçâåñòíî:

x1(t) = a eiω0t .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íè÷òî íå ìåøàåò íàì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòîòà ω ìåíÿåòñÿ ñ ïðîèç-
âîëüíûì ïåðèîäîì T = 2π/γ, õîòÿ è íóëåâîé àìïëèòóäîé, è ïðåäñòàâèòü ýòî ðåøåíèå
â âèäå

x1(t) = a eiω0t = a ei(ω0−γ)t eiγt = ei(ω0−γ)t Π1(t) ,

îòêóäà
µ1 = exp

[
i(ω0 − γ)

2π

γ

]
.

Ñ÷èòàÿ ω0 è γ ïîëîæèòåëüíûìè, âèäèì, ÷òî µ1 = ±1 ïðè óñëîâèè
ω0

γ
=

n

2
,

ãäå n ≥ 1 � öåëîå ÷èñëî, ïðè÷åì µ1 = −1, åñëè n íå÷¼òíî è µ1 = 1 åñëè n ÷¼òíî.
Ïðè h ¿ 1 åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà íåéòðàëüíîé êðèâîé ÷àñòîòà γ ëåæèò
áëèçêî ê íàéäåííûì äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì.

C.3. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ íà îñíîâíîé ãàðìîíèêå γ = 2ω0

Ðàññìîòðèì îñíîâíîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ ïðè n = 1 è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè

γ = 2ω0 + ε ,

ãäå îòñòðîéêà ε ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîé. Óäîáíî ïðåäñòàâèòü µ1, êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå
áëèçêî ê (−1), â âèäå

µ1 = −esT = esT−iπ ,

ãäå s � íåèçâåñòíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, ðàâíûé íóëþ íà íåéòðàëüíîé êðèâîé
è ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé â îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè.

Îòûñêèâàÿ Π(t) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

Π(t) =
+∞∑

n=−∞
An einγt

ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè An, ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) ñëåäóåò
èñêàòü â âèäå

x(t) = est

+∞∑
n=−∞

An ei (2n−1)(ω0+ε/2) t . (C.11)
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Ïîäñòàâëÿÿ ðÿä (11) â óðàâíåíèå (10) è ïðåäñòàâëÿÿ cos γt êàê ïîëóñóììó ýêñïîíåíò,
ïðèðàâíÿåì íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ ãàðìîíèêàõ. Â èòîãå ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ
ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ An:

{
ω2

0 + [s + i(2n− 1)(ω0 + ε/2)]2
}

An = −h

2
ω2

0 (An−1 + An+1) . (C.12)

Èíêðåìåíò s îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ýòîé áåñêîíå÷-
íîé ñèñòåìû: (−∞ < n < +∞).

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ ìàëîñòü ïàðàìåòðà h. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
(ïðè h → 0), ðÿä (11) ñâîäèòñÿ ê îáû÷íûì ñâîáîäíûì êîëåáàíèÿì ñ ïîñòîÿííîé
÷àñòîòîé ω0:

x(t) → a cos (ω0t + ϕ) = A+ eiω0t + A− e−iω0t , A± =
1

2
a e±iϕ . (C.13)

Ñðàâíèâàÿ (11) è (13), íàéäåì, ÷òî â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè s = ε = 0 è âñå àìïëèòó-
äû, êðîìå A0 è A1, ðàâíû íóëþ. Ïîäñòàâëÿÿ íóëåâîå ïðèáëèæåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (12), íàéäåì äàëåå, ÷òî â ïåðâîì ïî h ïðèáëèæåíèè îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü
êîýôôèöèåíòû A−1 = (h/16) A0 è A2 = (h/16) A1.

Â èòîãå, îñòàâëÿÿ ëèøü ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà â óðàâíåíèè (12), ïîëó÷àåì ñè-
ñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé:

2 (ε + 2is) A0 − hω0 A1 = 0,
2 (ε− 2is) A1 − hω0 A0 = 0.

(C.14)

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåì äëÿ èíêðåìåíòà ñëåäóþùåå

h

2ω0

hp1

γ

Ðèñ. 78. Îáëàñòü ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè îêîëî 2ω0

âûðàæåíèå21:
s =

1

4

√
(hω0)

2 − 4ε2.

Îòñþäà, âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ε, íàõîäèì íåéòðàëüíóþ êðèâóþ (s = 0):

γ = 2ω0 ± h

2
ω0 .

Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè íà÷èíàåòñÿ îò h = 0 è íàõîäèòñÿ ìåæäó ðàñõîäÿùèìèñÿ
ïóíêòèðíûìè ïðÿìûìè íà ðèñ. 78; øèðèíà ýòîé îáëàñòè ïî ÷àñòîòå ðàñòåò ëèíåéíî
ñ ðîñòîì h.

21Âòîðîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò äðóãîìó çíàêó s; äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî îñöèëëÿòîðà, óäî-
âëåòâîðÿþùåå ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, èìååò ïîýòîìó âèä (31.6).
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ òðåíèåì (10a) îòëè÷àåòñÿ îò íàéäåííîãî äîïîëíèòåëüíûì
ìíîæèòåëåì exp(−λt) (ñì. óðàâíåíèå (8)), ïîýòîìó äëÿ èíêðåìåíòà â ýòîì ñëó÷àå
èìååì

s = −λ +
1

4

√
(hω0)

2 − 4ε2 .

Âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé âîçìîæíî òîëüêî ïðè

h > hp1 =
4λ

ω0

è îáëàñòü ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè íàõîäèòñÿ âûøå ñïëîøíîé êðèâîé íà
ðèñ. 78.

C.4. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ ïðè γ = ω0

Íàéäåì óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ðåçîíàíñà ïðè n = 2 è γ = ω0 + ε. Ïðåäñòàâëÿåì
µ1, áëèçêîå ê åäèíèöå, â âèäå µ1 = esT . Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) â âèäå

x(t) = est

+∞∑
n=−∞

An ei n(ω0+ε) t (C.15)

è ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ An

{
ω2

0 + [s + in(ω0 + ε)]2
}

An = −h

2
ω2

0 (An−1 + An+1) , (C.16)

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû (12) ëèøü çàìåíàìè (2n − 1) → n è ε/2 → ε. Äàëåå
ïîâòîðÿåì ïóòü, ïðîéäåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Èìåííî, ñðàâíèâàÿ (15) è (13),
íàõîäèì, ÷òî â íóëåâîì ïî h ïðèáëèæåíèè s = ε = 0 è âñå àìïëèòóäû, êðîìå A−1 è
A1, ðàâíû íóëþ. Ïîäñòàâëÿÿ íóëåâîå ïðèáëèæåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (16),
íàõîäèì, ÷òî â ïåðâîì ïî h ïðèáëèæåíèè îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü êîýôôèöèåíòû

A±2 =
h

16
A±1 , A0 =

h

2
(A−1 + A1) . (C.17)

Ïîñëå ýòîãî, îñòàâëÿÿ ëèøü ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà â óðàâíåíèè (16), ïîëó÷àåì ñè-
ñòåìó èç äâóõ òðèâèàëüíûõ óðàâíåíèé:

(ε + is) A−1 = 0 , (ε− is) A1 = 0 ,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî s = ε = 0 è ñ ó÷åòîì ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî h âêëþ÷è-
òåëüíî.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ó÷åñòü âòîðîé ïîðÿäîê ïî h, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå
óðàâíåíèé:

4 (ε + is) A−1 = hω0 (A−2 + A0) ,
4 (ε− is) A1 = hω0 (A2 + A0) .

(C.18)

Âûðàæàåì A−2, A0, A2 ÷åðåç A−1 è A1 ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (17) è ïðåîáðàçóåì
óðàâíåíèÿ (18) òàê, ÷òîáû îíè ñîäåðæàëè òîëüêî A−1 è A1. Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ îïðå-
äåëèòåëü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ èíêðåìåíòà:

s =
1

8

√
h4 ω2

0 −
(

8ε +
2h2

3
ω0

)2

.
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h

ω0

hp2

γγmin

Ðèñ. 79. Îáëàñòü ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè îêîëî ω0

Íåéòðàëüíàÿ êðèâàÿ îêàçûâàåòñÿ íåñèììåòðè÷íîé è åå ëåâàÿ è ïðàâàÿ âåòâè çàäà-
þòñÿ ôîðìóëàìè

γë = ω0 − 5h2

24
ω0 , γï = ω0 +

h2

24
ω0 .

Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè íà÷èíàåòñÿ îò h = 0 è ðàñïîëîæåíà ìåæäó ýòèìè âåòâÿìè,
èçîáðàæåííûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 79; øèðèíà ýòîé îáëàñòè ïî ÷àñòîòå
ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî h2.

Åñëè åñòü òðåíèå, òî èíêðåìåíò îêàçûâàåòñÿ ðàâåí

s = −λ +
1

8

√
h4 ω2

0 −
(

8ε +
2h2

3
ω0

)2

,

à ìèíèìóì íà íåéòðàëüíîé êðèâîé h = h(γ) ñìåùåí â òî÷êó

γmin = ω0 − h2

12
ω0

è ïîðîãîâîå çíà÷åíèå h â íåì ðàâíî

hp2 =

√
8λ

ω0

.

Òàêèì îáðàçîì, âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé âîçìîæíî òîëüêî ïðè h > hp2 è îáëàñòü
ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè íàõîäèòñÿ âûøå ñïëîøíîé êðèâîé íà ðèñ. 79.

Ïîñêîëüêó òðåíèå ïðåäïîëàãàëîñü ìàëûì (λ ¿ ω0), âèäèì, ÷òî hp2/hp1 À 1 è
ïîëó÷åíèå äàæå âòîðîãî ðåçîíàíñà çàòðóäíåíî. Ïîðîãè äëÿ âûñøèõ ðåçîíàíñîâ îêà-
çûâàþòñÿ åù¼ áîëüøèìè, à øèðèíû åù¼ ìåíüøèìè.

D. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû è êàíîíè÷åñêèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ
Èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, ìîæíî íåêîòîðûå

âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ êàíîíè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ðàññìîòðåòü áîëåå êîìïàêò-
íî, ÷åì â îñíîâíîì òåêñòå. Îäíàêî îñâîåíèå ñàìîãî àïïàðàòà äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì òðåáóåò îïðåäåëåííûõ óñèëèé. Ïðèâîäèìîå íèæå èçëîæåíèå ýòîãî âîïðîñà ÿâ-
ëÿåòñÿ âåñüìà êðàòêèì è ôðàãìåíòàðíûì. Áîëåå ïîäðîáíîå è ïîñëåäîâàòåëüíîå èç-
ëîæåíèå òåîðèè âíåøíèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ìåõà-
íèêè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå [4].
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D.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû
Çàìåíà ïåðåìåííîé x = x(ξ) â èíòåãðàëå

∫
f(x) dx

ñâîäèòñÿ, êàê èçâåñòíî, ê ïîäñòàíîâêàì

f = f(x(ξ)) , dx =
dx

dξ
dξ .

Èíà÷å îáñòîèò äåëî ïðè çàìåíå äâóõ ïåðåìåííûõ
x = x(ξ, η), y = y(ξ, η)

â äâîéíîì èíòåãðàëå
I =

∫
f(x, y) dxdy ;

â ýòîì ñëó÷àå �ýëåìåíò ïëîùàäè�
dx dy (D.1)

çàìåíÿåòñÿ íà
D dξ dη,

ãäå
D =

∂(x, y)

∂(ξ, η)

� ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ xy → ξη, à íå íà ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèàëîâ

dx =
∂x

∂ξ
dξ +

∂x

∂η
dη , dy =

∂y

∂ξ
dξ +

∂y

∂η
dη . (D.2)

Ìîæíî îäíàêî ââåñòè òàêîå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ, ïðè ïðèìåíå-
íèè êîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèå �ýëåìåíòà ïëîùàäè� dxdy áóäåò âñ¼-òàêè ñâîäèòüñÿ ê
ïîäñòàíîâêå (2) â (1).

Ââåäåì òàê íàçûâàåìîå âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèàëîâ, îáîçíà÷àåìîå
dx ∧ dy,

êîòîðûì ìîæíî ìàíèïóëèðîâàòü, êàê îáû÷íûì ïðîèçâåäåíèåì, íî ïðè ïåðåñòàíîâêå
ñîìíîæèòåëåé íóæíî èçìåíÿòü çíàê:

dy ∧ dy = −dx ∧ dy . (D.3)

Ìîæíî ïåðåìíîæàòü è îäèíàêîâûå äèôôåðåíöèàëû. Ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâèè ñ
(3) áóäåò ïîëó÷àòüñÿ íóëü:

dx ∧ dx = 0.

Ïîäñòàíîâêà (2) â (1)

dx ∧ dy =

(
∂x

∂ξ
dξ +

∂x

∂η
dη

)
∧

(
∂y

∂ξ
dξ +

∂y

∂η
dη

)
=

=
∂x

∂ξ

∂y

∂ξ
dξ ∧ dξ +

∂x

∂η

∂y

∂ξ
dη ∧ dξ +

∂x

∂ξ

∂y

∂η
dξ ∧ dη +

∂x

∂η

∂y

∂η
dη ∧ dη =

=

(
∂x

∂ξ

∂y

∂η
− ∂x

∂η

∂y

∂ξ

)
dξ ∧ dη = Ddξ ∧ dη ,
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äåéñòâèòåëüíî, ïðèâîäèò ê çàìåíå dxdy íà Ddξdη.
Ëåãêî ïðîèçâåñòè îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Âíåøíåå ïðî-

èçâåäåíèå n äèôôåðåíöèàëîâ

dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxn

îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì: ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ëþáûå ñîñåäíèå äèôôåðåíöèàëû, èçìå-
íÿÿ ïðè ýòîì çíàê ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïðè çàìåíå
xi = xi(ξ1, ξ2, . . . , ξn), i = 1, 2, . . . , n ,

êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò çàìåíà äèôôåðåíöèàëîâ

dxi =
∑

j

∂xi

∂ξj

dξj , (D.4)

ïîëó÷àåì

dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn =
∂(x1, x2, . . . , xn)

∂(ξ1, ξ2, . . . , ξn)
dξ1 ∧ dξ2 ∧ . . . ∧ dξn . (D.5)

Â ñàìîì äåëå, ïîñëå ïîäñòàíîâêè (4) â ëåâóþ ÷àñòü (5) è óìíîæåíèÿ ìû ïîëó-
÷èì ñóììó ïðîèçâåäåíèé n ìíîæèòåëåé âèäà ∂xi/∂ξj ñ n ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè
èíäåêñà i, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñòîèò ïðîèçâåäåíèå n äèôôåðåíöèàëîâ ñî âñåìè
âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè èíäåêñîâ j : dξj1 ∧ dξj2 ∧ . . . ∧ dξjn. Îäíàêî ïðîèçâå-
äåíèå äèôôåðåíöèàëîâ îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå èíäåêñû j
â íåì ðàçëè÷íû, ïðè÷åì âñå ýòè ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ ðàâíû äðóã äðóãó
èëè ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì â çàâèñèìîñòè îò òîãî, âîçìîæåí ïåðåõîä îò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ j1, j2, . . . , jn ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, . . . , n ïóòåì ÷¼òíîãî
÷èñëà ïåðåñòàíîâîê ñîñåäíèõ èíäåêñîâ èëè í¼÷åòíîãî. Ìû ïîëó÷àåì ôàêòè÷åñêè îïè-
ñàíèå îïðåäåëèòåëÿ, ñîñòàâëåííîãî èç ïðîèçâîäíûõ ∂xi/∂ξj, � ÿêîáèàíà, ñòîÿùåãî â
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5).

Âûðàæåíèå âèäà
∑

i,j,...,k

Fi,j,...,k(x1, x2, . . . , xn) , dxi ∧ dxj ∧ . . . dxk

â êîòîðîì êàæäîå ñëàãàåìîå ñîäåðæàò ïðîèçâåäåíèå l äèôôåðåíöèàëîâ, íàçûâàåòñÿ
âíåøíåé äèôôåðåíöèàëüíîé l-ôîðìîé è îáîçíà÷àåòñÿ ωl. Íàïðèìåð, ïîäûíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå èíòåãðàëà ïî ïîâåðõíîñòè

∫
A dS

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê 2-ôîðìó:

ω2 = Axdy ∧ dz + Aydz ∧ dx + Azdx ∧ dy.

Ââîäèòñÿ òàêæå âíåøíèé äèôôåðåíöèàë l-ôîðìû. Ýòî (l + 1)-ôîðìà

dωl = ωl+1 =
∑

i,j,...,k

dFi,j,...,k ∧ dxi ∧ dxj ∧ . . . dxk,
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ãäå dFi,j,...,k � îáû÷íûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè:

dFi,j,...,k =
n∑

m=1

∂Fi,j,...,k

∂xm

dxm . (D.6)

Ïðè ïîâòîðíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè âíåøíåé ôîðìû ðåçóëüòàò ðàâåí íóëþ, â ÷¼ì
ëåãêî óáåäèòüñÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∂2F

∂xi∂xj

=
∂2F

∂xj∂xi

.

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè dωl = 0, òî ωl ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì äèôôå-
ðåíöèàëîì êàêîé-òî äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû: ωl = dωl−1.

Âûðàæåíèå ω1 = f(x) dx ðàññìàòðèâàëîñü íàìè êàê ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå.
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü åãî òàêæå êàê ëèíåéíóþ ôóíêöèþ äèôôåðåíöèàëà dx. Ìîæíî
ïðèïèñûâàòü ω1 è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå, ïîäñòàâèâ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ x è dx.

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, ê êîòîðûì ìû ïðèøëè êàê ê ýëåìåíòàì çàïèñè ìíî-
ãîìåðíîãî èíòåãðàëà, òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè òî÷êè è ïîëèëèíåé-
íûå ôóíêöèè êîîðäèíàò âåêòîðà äèôôåðåíöèàëîâ (dx1, dx2, ..., dxs). Ìîæíî ïðèïèñû-
âàòü äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå, ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
êîîðäèíàò è êîìïîíåíò äèôôåðåíöèàëîâ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïå-
ðåñòàâèòü äèôôåðåíöèàëû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èíäåêñîâ, ïîñëå ÷åãî ïðè óìíîæåíèè
íà çíà÷êè ∧ íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ.

Àïïàðàò äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóùåñòâåííûé ýëåìåíò
â îïðåäåëåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ,� â òåîðèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Îäíàêî òàê ãëóáîêî âõîäèòü â ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû ìû çäåñü íå áó-
äåì.

D.2. Íîâîå îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
Èñïîëüçóÿ âíåøíèå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, ìîæíî ïðåäñòàâèòü îïðåäåëåíèå

êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (36.2)

s∑
i=1

pidqi −
s∑

i=1

PidQi = dF (D.7)

â áîëåå ñèììåòðè÷íîé ôîðìå, âçÿâ îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà âíåøíèé äèôôå-
ðåíöèàë è ó÷òÿ, ÷òî âíåøíèé äèôôåðåíöèàë îò (dF ) ðàâåí íóëþ:

s∑
i=1

dpi ∧ dqi =
s∑

i=1

dPi ∧ dQi . (D.8)

Ðàçóìååòñÿ, èñêëþ÷èâ èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèþ F (q1, ..., Qs), ìû ïîòåðÿëè êîíñòðóê-
òèâíûé õàðàêòåð îïðåäåëåíèÿ. Âïðî÷åì, ìû ñîõðàíÿåì âîçìîæíîñòü ñäåëàòü øàã
íàçàä è âåðíóòüñÿ îò ñèììåòðè÷íîãî îïðåäåëåíèÿ (8) ê êîíñòðóêòèâíîìó (7).
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D.3. Ñîõðàíåíèå ôàçîâîãî îáú¼ìà ïðè êàíîíè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ
Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8) â s-þ ñòåïåíü è ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî îòëè÷íû

îò íóëÿ òîëüêî ïðîèçâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ è ÷òî ïåðåñòàâëÿòü èõ
ïðèõîäèòñÿ ïàðàìè, òàê ÷òî èçìåíåíèÿ çíàêîâ íå ïðîèñõîäèò. Â èòîãå èìååì

s!
s∏

i=1

dpi ∧ dqi = s!
s∏

i=1

dPi ∧ dQi .

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (5), ïîëó÷àåì

∂(Q1, P1, ..., Qs, Ps)

∂(q1, p1, ..., qs, ps)
= 1 . (D.9)

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ôàçîâûé îáú¼ì ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êàíîíè÷åñêèõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ.

D.4. Èíâàðèàíòíîñòü ñêîáîê Ïóàññîíà îòíîñèòåëüíî
êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
Ïóñòü f è g � ôóíêöèè îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ:

f = f(q, p), g = g(q, p) .

Ðàññìîòðèì âíåøíþþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó

df ∧ dg ∧ (ω)s−1 , (D.10)

ãäå ω � ôîðìà22, âõîäÿùàÿ â ðàâåíñòâî (8). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî âûðàæåíèå
ñâîäèòñÿ ê

(s− 1)! {f, g}
s∏

i=1

dpi ∧ dqi , (D.11)

ãäå {f, g} � ñêîáêà Ïóàññîíà, îïðåäåëÿåìàÿ ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåí-
íûì p, q.

Òî æå ñàìîå âûðàæåíèå (10) ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå
P,Q. Ïðè ýòîì îíî áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò (11) òîëüêî çàìåíîé âñåõ ïåðåìåííûõ p, q íà
P,Q, â òîì ÷èñëå, ñêîáêè Ïóàññîíà áóäóò âû÷èñëåíû ïóòåì ïóòåì äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ïî íîâûì ïåðåìåííûì: {f, g}P,Q. Ñ ó÷åòîì (8) è (9) îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò
èíâàðèàíòíîñòü ñêîáîê Ïóàññîíà îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

22Çäåñü (ω)s−1 � ýòî ω â ñòåïåíè s− 1.
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